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Het zal slechts weinigen zijn ontgaan dater situaties bestaan 
waarin beslissingen moeten worden genomeno Van een groot aantal beslis-
singen zijn wij one evenwel niet bewu.st, omdat, gezien onze instelling 
en erva.ring 9 de te nemen beslissingen zo vanzelfsprekend of van zo'n 
ondergeschikt belang zijn, dat zij zonder enig nadenken kunnen worden 
• genomeno 
Er bestaan echter ook situaties waarin wij niet zonder gevoelens 
van twij~el een keuze mak.en uit de verschillende mogelijkhedeno Naarinate 
de situatie waarin men moet beslissen ingewikkelder wordt van structuur, 
naarmate de tijd beschikbaar om tot een beslissing te komen korter wordt, 
ontstaa.t de behoefte aan een minder intuitieve werkwijzeo 
Besliskunde is inherent met een natuurwetenschappelijke benadering 
van bet beslissingsprobleemo Wat is kenmerkend voor deze benadering? 
In de natuurwetenschappen probeert men dikwijls met veel succes 
de wa.argenomen verschijnselen te beschrijven met behulp van wiskundige 
begrippeno Een groot deel va.n het instrumente.riurn van de wiskundige 
wordt dienstbaar gemaakt om de wa.a.rgenomen of hypothetische sa:n1enhang 
tussen verschijnselen a.ante duideno Uit onze middelbare-schooljaren 
kennen wij nog de relaties: 
• 
PV 
T = R - constant (wet van Boylep~· Gay-Lussac) 
in woorden: druk (P) ma.al voli,rne (V) is evenredig met de temperatuur, (T) • 
en 
V IR (wet van Ohm) 
in woorden: spanningsverschil (V) is stroomsterkte (I) ma.al weerstand (R)o 
Bovendien herinneren wij ons nog wel de 
''De baan van een planeet "'.:'Om de zon kan worden beschreven met behulp van 
een ellips met de zon in een van de brandpunten '' " 
Relaties van dit type en andere wiskundige uitdrukkingen vo?..rnen 
tezamen het ZoSono Mathematisch model van bet beschouwde fenomeen,., 
• 
2 
In tegenstelling tot andere modellen (beschrijvingsvonnen van een 
situatie) zoals etalagepoppen, maquettes etco mist het mathematisch 
model de fysische gelijkenis met haar objecto 
Gelijk in elk ander model krijgt alleen dat wat de waarnemer 
opmerkt en op een bepaald moment karakteristiek vindt, zijn plaats 
in het mathematisch modelo In de wet van Boyle - Gay-Lussac wordt 
niet gesproken over de vorm van het vol1J.rneo In de eerste wet van 
Kepler wordt de~ voor aardse begrippen redelijke - omvang van de 
zon sexnengeperst in een punt zonder afmetingeno Verder zal de waar-
nemer zijn gebrek aan kennis dikwijls aanvu.llen met veronderstel-
• 0 0 11'\a O C lingen die niet vervuld behoeven te ziJno 
Het mathematisch model geeft dus in principe een onvolledig en 
• 
misschien zelfs een onjuist ''wiskundig'' beeld van de beschouwde 
situatie~ Het gebeurt dan ook vaak dat het gangbare mathematisch 
model na bet verkrijgen van meer informatie vervangen dient te wordena 
Dit laatste geschiedde bij het model van Boyle - Gay-Lussaco Een aan-
tal gassen vertoonden bij hoge druk belangrijke afwijkingen van de 
gelijknarnige wet o 
afwijkende model 
0 Q Van der Waals verkoos voor die gevallen het iets 
• 
P ... .,. RT 




waarbij a, b en R constanten zijno 
Met behulp van een mathematisch model kunnen wij hypothesen 
toetsen, voorspellingen doen en zoals wij straks zullen zien beslis-
0 0 0 
singen aanwiJzeno 
Ook in vele niet-natuurwetenschappen 
afwerpeno De toepassing in de 0 Psychologie 
kan deze werkwijze zijn nut 
en de Economie hebben ge-
. " le1d tot Jonge wetenschappen~ de Psychometrie en de Econometrie. 
Ook in situaties waarin beslissingen genomen moeten worden kan 
men dikwijls de samenhang tussen de relevante factoren o:p een wiskun-
dige wijze uitbeeldeno In een besliskundige aanpak probeert men, 
door invoering van een mathematisch model van de beslissingssituatie, 
het beslissingsprobleem te vertalen in een wiskundig probleem en wel 
D O 0 
een w1skund1g optimum probleemo 
3. 
De uplossing van het wiskundig probleern gee:ft na terugvertalen het 
antwoord op het beslissingsprobleemo Oak hier dient men zich ervan 
bewust te zijn dat de gevonden beslissing uiteindelijk afhangt van 
de keuze van het mathematisch modelo Dikwijls wordt deze keuze ge-
leid door de wens om na vertaling een wiskundig optimi1m :probleem 
te verkrijgen dat oplosbaar iso 
De meeste toepassingen van de besliskunde komen uit de bedrijfs-
economische sectoro Dit neemt echter niet weg dat ook in andere ge-
bieden van het meneelijk handelen de besliskunde haar bijdrage kan 
leveren tot de oplossing van beslissingsproblemeno Bijgevolg kan 
• 
een besliskundig onderzoek een bundeling zijn van een aantal uiteen-
lopende activiteiten, zeals marktonderzoek, tijdstudies, wiskundige 
research etco Het onderscheidt zich van ieder ander onderzoek do6rdat 
het gericht is op de vertaling ve.n het beslissingsprobleem in een 
wiskundig optimt1m probleemo De theorie welke zich, binnen bet mathen1a-
tisch model• be1-ig houdt met dit tn>e van opti.m1.1m problemen zullen wij 
in het vervolg aangeven met Mathematische besliskundeD 
Keren wij thans terug tot de in bet begin va.n deze paragraaf 
gen1aak.te opmerking wa-a.rin melding wordt gemaakt van een. 1behoefte 
aan een minder intuitieve werkwijzec 
In de volgende paragraaf zullen wij aan de hand van een aantal 
beslissingsproblernen nagaan welke wensen men koestert met betrekking 
tot zo 9n werkwijzeo 
In §3 zullen wij laten zien 1 dat de hierboven genoemde benadering 
in principe aan deze wensen tegemoet kan komen~ In die paragraaf komt 
tevens tot uitdrukking hoe de vertaling van het beslissingsprobleem 
in een wiskundig probleem verloopto 
In §4 zullen wij one echter afvragen wanneer het wel en wanneer 
het niet zinvol is om de hulp van de wiskunde in te roepeno 
• 
4 
In deze paragraaf zullen wij eerst een vijftal beslissings, · 
problemen fonnulereno Onder deze problemen bevindt zich slechts 
een~ die op een ondubbelzinnige wijze kan worden opgelosto De for-
mulering van de overige problemen is nog niet geheel rondo Noodzake 
lijke gegevens ontbreken nogo 
Het eerste voorbeeld 
.. ' ~ . - -
-
·~~-----~ ..... 
Een :fabrikant wil veevoeder op de mai·kt brengen dat verkregen 
• 
wordt door een aantal grondstoffen in een geschikte verhouding te 
mengeno Hij koopt daartoe elke vrijdag zoveel grondstof:fen in als 
noddg is voor de productie van de komende weeke In tabel 2oI vindt 
men behalve de gedeeltelijke sa.menstelling van grondstof':fen ook hun 
O 0 pr1Jzen vermeldo 
• Tab~l 2oio Ge5evens over beschikbare 
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Aen de sa1nenstelling va.n het veevoeder zijn enkele ei-sen gesteldo 
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De mengverhouding za1 nu zo moeten warden gekozen dat boVo het 
totale eiwitgehalte, resulterend uit de diverse bijdragen minimaal 
14,7 % iso Op overeenkomstige wijze zullen ook de overige eisen aan 
de sa1nenstelling van het veevoeder ( tabel 2 o II) beperkingen opleggen o 
Uiteraard wil men het produkt met de hierboven aangegeven eigen-
schappen zo goedkoop mogelijk producereno De ondernemer zal 1 rekening 
houdend met de prijzen der grondstoffen, die mengverhouding moeten 
vinden, waarbij tegen zo laag mogelijke totale kosten aan grondstof-
fen een product met de vereiste eigenschappen wordt verkregeno 
Heeft hij dit probleem opgelost en blijven zowel de saJ11enstellingen 
als de prijzen van de grondstoff'en constant, dan weet hij voor eens en 
voor altijd in welke gewichtsverhouding hij zijn grondstoffen zal 
moeten inkopen o 
Zijn de prijzen en/of de s2::11nenstellingen van de grondstof:fen aan 
wijzigingen onderhevig dan zal de mengverhouding steeds moeten worden 
aangepasto 
6 
Het tweede voorbeeld 
Een automobilist heeft een schadeverzekering afgesloten0 In de 
bijbehorende polis worden Ooa0 de volgende voorwaarden ver111eld~ 
1) De looptijd van de verzekering is ~en jaaro Aan het eind van ieder 
jaar kan zij warden verlengdo De premie moet aan het begin van 
ieder premie-j aa.r worden vbldaan o 
2) De premie bedraagt f 320,~j tenzij 
a) in de voorafgaande 
In dat geval bedraagt 
Q ~,,,, 0 periode van een Jaar geen 
de premie 1 280j-, tenzij 
schade is geclaimdo 
b) in de voorafgaande periode van twee jaar geen schade is geclaimdo 
In dat geval bedraagt de premie ! 240i~s tenzij 
c) in de voorafgaande periode van drie jaar geen schade is geclaimdo 
In dat geval bedraagt de pre1nie ! 22Qi ... o 
3) Indien men een schade wil claimen dient dit onmiddellijk te geschieden. 
Slechts het verschil tussen de schade en een vast bedrag van f 80,-, 
het zogenaaxnde eigen risicoi wordt door de verzekering uitbetaaldo 
Gevraagd wordt voor elk tijdstip aan te geven welke schaden geclaimd 
moeten wordeno 
Het is duidelijk dat de automobilist nooit een schade van minder dan 
f 80~- zal claimeno Het is ook duidelijki dat hij, als nag geen schade is 
geclaimd dat jaar, met het oog op de premie reducties voor schade-vrij 
rijden geen schaden zal claimen~ welke slechts een weinig hoger zijn dan 
het eigen risicoo De vraag is nu waar precies de grens ligt tussen de 
schaden die wel en die niet moeten warden geclaimdo Het behoeft geen be-
toog, dat de grenswaarden zullen afhangen van de laatst betaalde premie 
en van het tijdstip in het premiejaaro 
Het derde voorbeeld 
~ - - - ~ ., -. -· - .. ~ ~ •·. •· ' -. .. . . - . - . . . 
Een fabriek ka.n hoogstens drie gelijke machines inschakelen bij de 
vervaardiging van een productm Voor bet product geldt dat de gemiddelde 
vraag per tijdseenheid kleiner is dan de geza1nenlijke productie van drie 
machines per tijdseenheido De voorraad capaciteit is beperkt en bedraagt 




gr1:>otte van de voorraado De productiekosten per tijdseenheid worden 
mede bepaald door bet aa.ntal ingeschakelde machineso Het omschakelen 
naar hogere of lagere productiesnelheden brengt extra kosten met zich 
mede, die afllangen van de volgorde van het betreffende tweetal produc-
tiesnelhedeno Indien de voorraad niet toereikend is dan worden de ge-
vraagde goederen geleverd via een zusterfabrieko De tussen beide fabrie-
ken overeengekomen verrekeningsprijs ligt hoger dan de gemiddelde kost-
0 0 pr1JSo 
Gevraagd wordt voor iedere productiesnelheid na te gaan t>ij welke. voor ... -
raden men moet omschak.elen en waarheen? 
Het vierde voorbeeld 
- - * - • • . . ~ ~ - - - - ·-" ... -
Een inkoper van een speciaalzaak in da1r1eshoedj ~s gaat ieder naj a.a.r 
naar Parijs om een nieuwe collectie samen te stelleno Deze hoedjes 
warden dan bet volgende voorjaar tussen 1 februari en 1 juli in de nor-
male verkoop gebrachto Tijdens de uitverkoop (1 - 15 juli) warden de 
hoedjes tegen een sterk gereduceer~e prijs aa.ngebodeno De ervaring leert 
dat alle restanten in de uitverkoop kunnen vorden opgeruimdo 
In elk najaar meet de inkoper dus beslissen welke typen en hoeveel 
van elk moeten worden ingekochto Hij weet hoeveel overeenkomstige hoed-
jes in de a~gelopen jaren in de norm.ale verkoop zijn verkochte Bovendien 
zijn hem de inkoop- en verkoopprijzen bekendo 
- - - - -
Het vij~de voor~eeld 
' ... - ~' 
Een meisje hoopt op een uitnodiging voor een studentenbal in het 
onmiddellijke verschieto Op een morgen op weg naar college beseft ze 
dat het er die dag om zal gaano Zo direct zal ze Peter ontmoeten 1 een 
haar zeer toegewijde jongeno Zij gee:rt zichzelf-" een grate ka.ne dat hij 
haar zal uitnodigen·o Hij is echter een beetje gierig en zal ha.ar ver1noe-
delijk ter gelegenheid van het baleen corsage van slechts twee guJden 
aanbiedeno Tijdens de lunch zal ze Frank ontmoeteno Als Frank haar 
vra.agt de.n komt hij zeker met een corsage van vier gulden voor de dag 0 
In-de loop van de middag zal zij op het sportveld Rene zieno Rene is 




De kans dat hij haar vraagt is echter niet zo grooto Eerst 's avonds 
evenwel ontmoet zij haar idool~ Robo Deze is erg gul en hee~t voor het 
meisje waar hij mee uitgaat wel een corsage van acht gulden overo 
Helaas heeft hij nag veel andere interessen ender de meisjes en de 
O O Q O 0 kans op een u1tnod~g1ng is zeer geringa 
Het meisje begrijpt dat zij bij een eventuele uitnodiging direct 
moet beslisseno Ze vraagt zich nu af wat zij die dag moet doen als zij 
niet alleen naar bet bal wil maar ook zo mooi mogelijk wil verschijneno 
{,t () 0 • Wanneer men deze voorbeelden met elkaar vergel1Jkt vertonen ziJ 
op bet eerste gezicbt weinig punten van overeenkomsto 
Itorners bet eerste voorbeeld is een mengprobleem, het tweede een 
verzekeringsproble:em~ het derde een productieprobleem, terwij1 het 
vierde en het vij:fde respectievelijk een inkoop- en een ''bal''probleem 
voorstellena 
De vijf problemen zijn inderdaad qua vorm verschillend maar dit 
betekent nog niet dat de wijzen van oplossen verschillend zijno Een 
indeling van de beslissingsproblemen in transport~, voorraad-, produc-
tie-, vervangingsproblemen etcQ leidt in het algemeen niet tot groepen 
van beslissingsproblemen met identieke oplossingsmethodeno In §3 
zullen wij boVa zien, dat in de mathematische modellen een dergelijk 
ty~isch onderscheid niet eens gemaakt wordto Bovendien verkrijgt men 
juist een beter inzicht in de structuur van de beslissingssituatie als 
men in staat is bet probleem te formuleren zonder gebruik te maken van 
begrippen als voorraad, machine, haven, etco Door invoering van een 
unifoI'Ine karak'berisering va.n het beslissingsprobleem onderkent men 
identieke oplossingsmogelijkheden voor problemen 9 welke in hun oor-
spronkelijke vorm veinig gelijkenis vertoondeno 
Door het beslissingsprobleem te lichten uit "' ., ziJn locale s~eer 
verschaft men zich dikwijls veel inzicht oOm een uniforrne beschrijving 
van het beslissingsprobleem mogelijk te mak.en zullen wij een aantal 
begrippen invoereno Met behulp van deze begrippen zullen wij tevens 
trachten het beslissingsprobleem te analysereno Men merke op dat 
iedere beschrijving van een beslissingssituatie een model van die 





situatie in al zijn bijzonderheden te schildereno 
Het object in onze beschouwing zullen wij steeds aanduiden met 
de naam '' svsteem'' o 
I ~ ,:: ... . - .. . .; .... -
In het eerste voorbeeld is het systeem "de productie van vee-
voeder'' o Wij bedoelen met de productie van veevoeder de gehele bedrij-
vigheid, welke zich rand het mengen a~speelto In het derde voorbeeld 
wordt bet systeem gevormd door de productie en de voorraad tezameno 
In het tweede, vierde en vij~de voorbeeld beschouwen wij respectie-
velijk de systemen ''verzekering'' 1 ''hoeden collectie'' en ''bal '' c. 
In handelsondernemingen zal men misschien de voorkeur geven aan 
de wobrden ''zaak.~'•·•or ''zaken'' boven dat van systeemo 
~ ........ _ .. ,.,. ..... * 
Het tweede begrip waarvan wij ons zullen bedienen is ''de toesta.nd 
van het ~s~s:teem'' o I1nmers, zoals uit de voorbeelden blijkt, zal de te 
nemen beslissing mede afhangen van de toestand waarin het systeem zich 
op het moment van beslissen bevindt o Ui t de fonnulering van het beslis••· 
singsprobleem kan veelal worden opgemaakt welke factoren voor bet vast-
stellen van die toestand relevant zijn~ Bij de keuze van de factoren 
die de toestand van het systeem zullen bepaleni laten wij ons leiden 
• 
door bet principe dat deze factoren slechts die in:far"l'natie mogen ver-
schaffen welke kenmerkend is vaor het beschouwde momento Misschien is de 
keuze van ''toestandsfactoren'' onvolledig en wordt daardoor bet model 
minder geschikto In het eerste voorbeeld kan de toestand van het systeem 
warden gegeven door~ 
a) de huidige saroenstelling van het veevoeder, 
b) de sa1nenstelling van de grondstoffen welke worden aangeboden; 
c) de prijzen van deze grondsto£feno 
In de toestand van het systeem zal men dus niet de kwaliteitseisen, 
opgegeven in tabel 2oII, verwerkeno Deze eisen zijn niet kenmerkend 
voor een bepaald moment~ Zij warden op ieder moment gesteldo 
In ons model wordt de toestand van bet systeem in het tweede voor-
beeld bepaald door~ 
a) de laatst betaalde premie; 
b) het tijdstip in bet premiejaar; 
c) het eventueel te claimen bedrag; 
d) de omstandigheid of de verzekerde dat jaar al eerder een schade 
heeft geclaimdo 
10 
In de toestand van het systeem wordt dus geen plaats ingeruimd 
~ . ~ 
voor de in de polis genoemde premiebedragen en het eigen r1s1coo 
Noch wordt vastgesteld dat men na het claimen van een schade het daar-
opvolgende jaar weer de hoogste premie moet betalena Deze gegevens 
zijn niet kenmerkend voor bet beschouwde tijdstipo Zij liggen eens 
voor al'tijd vast e 
De toestand van het systeem in het derde voorbeeld wordt wellicht 
gegeven door: 
a) de voorraad; 
b) de productiesnelheid. 
In de toestand van het systeem vordt niet aangegeven op welke 
wijze de klanten aankotnen en hun bestellingen afgeveno De aankomsten 
en de bestellingen van klanten vloeien voort uit een proces dat voor 
a.lle tijdstippen tez:a1:nen beschreven moet warden ( zie derde begrip~) o 
In het vierde voorbeeld wordt op het moment van inkopen de toe-
stand van het systeem wellicht gekenmerkt door~ 
a) de inkoopprijzen; 
b) de verkoopprijzeno 
Wij vinden tenslotte voor het vijfde beslissingsprobleem de vol-
gende toestandsgrootheden: 
a) de ontmoeting (Peter, Frank, Rene of Rob); 
b) de omstandigheid of zij bij deze ontmoeting wordt uitgenodigd; 
c) de omstandigheid of zij reeds een uitnodiging heeft aanvaardo 
Zo ja, van vie? 
De prijzen van de corsages waren reeds bekend en komen dus in de 
toestand van het systeem niet vooro 
Het derde begrip dat wij zullen gebruiken heet ''ontwikf.elins: in. de 





¥,d v,ap '"he,t syst=e"e~," o Bij zeer veel beslissingsproblemen wij zigt 
zich de toestand van het systeem in de loop van de tijd~ De wijze waar-
op dit geschiedt zal mede de keus va.n de te nemen beslissing bepaleno 
Zowel in het eerste a.ls in bet vierde voorbeeld brengen prijsfluctuaties 
to,estandsveranderingen te weego Schaden en uitnodigingen brengen in het 
tweede respectievelijk vijfde probleexn droeve en welkome 'Veranderingen 
e in de toestand va.n het systeexr10 
1 1 
De hierboven geschetste ontwikkelingen in de toestand van het 
systeem voltrekken zich min of meer buiten de wil van de beslisser omo 
Er bestaan echter ook toestandsveranderingen die een direct gevolg zijn 
van de activiteiten van de beslissero Zo zal in bet derde voorbeeld de 
beslissing die bet omschakelen van de productie ten gevolge heeft uiter-
aard de toestand van het systeem doen verandereno Ook in de overige voor-
beelden kan men zien hoe beslissingen v.eranderingen aanbrengen in de toe-
stand van bet systeeroa 
Tegenover al deze ontwikkelingen in de toestand van het systeem 
staat de beslisser niet geheel onverscbilligo Wij komen nu tot bet vol-
gende aspect van het beslissingsprobleemo De beslisser zal in het alge-
meen a.an deze ontwikkelingen w;aarder_in~en. toekennen en wel meestal in de 
vorn:t van kosten o 
Wij hebben reeds vastgesteld da.t de beslisser door het doen van 
beslissinsen de ontwikkelingen in de toestand van het systeem kan bein-
vloedeno 
-··--~~-.. 
Zijn beslissingen zullen er dan ook op gericht zijn om door het te-
weeg brengen van toestandsveranderingen ongunstige ontwikkelingen tegen 
te gaano 
Indien men bij het zoeken na.ar een oplossing van•.een beslissings-
probleem behoefte heeft a.an steun d,µi zullen de gedachten uitgaan naar 
'"i 
methoden, ~- die;.= 
i 
1 ) de aa.nwezige of' de nag in te winnen in:ro1·1natie over de toestand 
van het systeem in een te hanteren vor1r1 kunnen ui tdruk.ken; 
2) de aanwezige of de nog in te winnen informatie over de toekom-
stige ontwikkelingen in de toestand van het systeem op een over-
• 
zichtelijke wijze kunnen beschrijven; 
3) de toegelaten beslissingen op een overzichtelijke wijze kunnen 
aangeven; 
4) waarderingen kunnen toekennen a.an ontwikk.elingen in de toestand 
van het systeem en daardoor ook s.a.n beslissingen die mede tot 
deze ontwikkelingen hebben bijgedrageno Het liefst zag men deze 
laatste r waarder..ingen uitgedrukt in de vor1n van een criteri1,1m 
voor het vergelijken van toegelaten beslissingen, 
12 
5) voor de toestand waarin de beslisser zich bevindt of voor 
alle toestanden waarin de beslisser kan komen te verkeren~ 
o O O O 0 de optimale besl1ss1ng kunnen aanwiJzeno 
Gelijk wij reeds in §1 opmerkten laat een niet-wiskundig gebeu 
ren zich weleens beschrijven met behulp van een wiskundige taalo 
De vraag rijst nu of de wiskunde ook over de benodigde instru-
menten beschikt als een beslissingssituatie beschreven moet wordeno 
Wij zullen dit nu nagaan aan de hand van de vijf hierboven geformu-
leerde wenseno Een eventuele wisku.ndige beschrijving geeft dan bet 
mathematisch model van de beschouwde situatie weero 
Eerste wens 
.. ,., .. , .. ~, 
In de toelichting op het begrip ''toestand van het systeem'' werd 
verondersteld dat de toestand van het systeem in het derde voorbeeld 
, 
kon worden gegeven door de voorraad en de productiesnelheido Beide 
toestandsgrootheden zijn kwantitatiefo Indien wij een assenstelsel in~ 
voeren van twee onderling loodrecht op elkaar staande assen (zie figo 3o1) 
dan kunnen wij de toestand van het systeem op elk tijdstip aangeven met 
een punts in het coordinatenvlako Voor het geval de voorraad 200 stu.k.s 
bedraagt en twee machines zijn ingeschakeld in de productie dan wordt 
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Toestandsruimte behorende bij het derde voorbeeld 
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De ruimte opgespannen door deze twee coordinaat=assen noemen wij 
de ''toestandsruimte S'' o 
Uit deze beschouwing volgt dat de toestand van het systeem in bet 
derde voorbeeld steeds kan worden geidentificeerd met een punt in een 
vlako 
De toestandsgrootheden van het tweede voorbeeld worden gegeven 
door~ 
a) de laatst betaalde premie; 
b) het tijdstip in het premiejaar; 
c) de eventueel te claimen schade, 
d) de omstandigheid of er 
is geclaimd of nieto 




de in het 










































I I I 
I 1 - - - 1- - 71 
I I I "' • ., 
I I I / I 
I I J" I 
I I 6/,;, I I 
- - - - - - - '- - - - - 1 _ _, I I 
' : I I I 
I t f I I 
I I : • I 
50 
I I I I I 
! 1 11 : n • a f n I ., I ,,, . ., 3 7 'Vi Tl ff C I 
PL.l6'0.- . I PA. 2.1/o. ::: r/..320 . ..::.. 
' / 
tijd verstreken sinds de 1 ,_,.,, 


































I •1 I , M JI I M 
PL .. Z2o. = 





Toestandsruimte beh~~en~e,pij bet tweede voorbeeld 
+ < J C" I &◄ ill '.I ; --=- i::,a::-=-:; J t : = It : : I I 2 :1 
14 
0 
De omstandigheid of er al eerder in het premiejaar een schade is 
\ 
geclaimd of niet,kan men weergeven door de tijd te noteren die verstre"""' 
ken is sinds de eerste gecla.imde schade in het premiejaaro De laatstge-
noemde tijdsduur wordt gel,ijk aa.n nul gekozen, indien nog geen schade 
is geclajmd,o 
In figuur 3o2 zijn op de horizontale as in het vlak van "tekening 
vier tijdsintervallen van e~n premiejaar getekend, elk interval corres~ 
pondeert met een premie& Op de vertikale as wordt de te claimen schade 
l 
of als geen schade te claimen is de laatst geclaimde schade in het premie-
jear uitgezeto Indien nog geen schade is geclaimd in het premiejaar, dan 
wordt deze schade gelijk aan nul gekozeno De derde as dient om de tijd aan 
te geven verstreken sinds de eerste geclaimde schade in het premiejaar~ 
Het punts in figo 3o2 geeft de toestand van het systeem aan 7~ maand 
na de betaling van een premie van f 280,-o Op dat tijdstip had de verze-
kerde een schade van f 140i-, terwijl in het toen lopende premiejaar nog 
geen schade was gecla:i1,1do Het punt S' in figGJ 3~2 geeft de toestand van 
bet systeem a.a,n 6~ Inaand na de betaling van een pre111ie va.n f 240,-c Op dat 
tijdstip had de verzekerde een schade van f 148t~i terwijl in bet toen 
lopende premiejaar reeds een schade was geclaimdo 
Ook voor de overige voorbeelden kan men een passende toestandsruimte 
construereno 
In een wiskundige formulering zal men voor elk tijdstip de toestand 
van het systeem a.angeven met een pl1nt in een ~en of meer a :imensionale 
Ca:rtesische ru:iu1te Sc Deze ruimte wordt steeds de toestandsruimt,e ge-
noemdc 
Tweede wens 
~· ...... ,.,. ,..,~ .... , 
De ontwikkelingen in de toestand van het systeem manifesteren zich 
in de wiskundige beschrijving door ''wandelingen'' en ,vsprongenv' van bet 
syste~n in de toestandsruimteG 
Er bestaan beslissingssituaties waarin de toestand van het systeem 
zich in wt geheel niet wijzigtQ Een dergelijke situatie treedt op in• het 
eerste voorbeeld als de prijzen en samenstellingen van grondstoffen constant 
blijvenlb 
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De wandeling is dan ontaard in een ''pas op de plaats'' a Wij blijven 
ook in dit geval spreken van een wandelingo 
Wij hebben reeds opgemerkt dat de wijze waarop 
systeem zich in de toekomst al of niet zal wijzigen 
II. 
de toestand van het 
dikwijle van'in-
vloed is op de nu te nemen beslissingo 
Als de ontwikk.elingen in de toestand van het systeem determinis-
• ti.sch van aard zijn dan kan men dikwijls gedeelten van de wa.ndeling 
in de toestandsruimte beschrijven met behulp van ''bewegingsvergelij-
kingen'' uit de klassieke mechanicao Indien bovo een voorra.a.d op het 
l.J stip tn s eenheden groat 1.s en als gedurende het tijdsinterval 
goederenstroom van a eenheden per 
de voorraad verlaat I da.n wordt de voorraad op een tijdstip tin het 





a(t - t )o 
n 
(3.1) 
Ala de voorraad de enige factor is die de toestand van het systeem 
karakteriseert dan geeft (3o1) de wandeling aan in S voor de tijdsperiode 
het type in de k1assieke mechanica 
de nog door het bewegend lichaam af te leggen afstand aan, wanneer de 
oorspronke1ijke afstand a en het op het tijd-
stip t vertrokken isQ 
n 
• 
Indien echter de ontwikkelingen in de toestand van het systeem 
stochastisch van aa,--rd zijn, dan maakt het systeem een ~•verrassingsrit'' 
door de toestandsruimte So In het derde voorbeeld (zie figo 3o1) be-
klimt het systeem gestadig een van de vertikale lijnst eno Telkens 
als er een klant binnenkomt valt het weer een stuk terug0 Indien de 
behoefte van de klant van tevoren niet bekend is, dan maakt het een val 
van stochastische lengteo Wanneer de beslisser vindt dat het systeem te 
goed of te slecht klimt moet het op dezelfde hoogte op een andere ''paal'' 
verder probereno · 
In de waarschijnlijk.heidsrekening en wel in het bijzonder in de 
theorie van de stochastische processen weet men dikwijls wel raad met 
stochastische vandelingen van dit typeo Bijgevolg geschiedt de wiskundi-




-- ... .. - .. .... •· . . - .. 
Als derde wens hebben wij geformuleerd de mogelijkheid om de toe-
gelaten beslissingen op een overzichtelijke wijze aan te duidene In het 
eerste voorbeeld wordt de beslissing gegeven door ile gekozen percentages 
van de verschillende grondstoffen in het mengselo Het percentage rogge 
in het 
bonen, sojaschroot, cocoskoeken 1 palmpitschroot en negerzaadschilfers 
respectievelijk metrx 
het beslissingsprobleem kan men de beslissing doorgaans aangeven met 
0 Cl 
een riJ van getallenc 
Stel dat een beslissing kan warden gegeven door twee getallen x 1 
en 
een punt in een twee-dimensionale cartesische.ruimte X (zie :rig0 303)0 















Een 2-dimensionale beslissin sruj.mte X 
Vaak zal men behoefte hebben aan een ruimte va.n meer dimensies 
om een beslissingrte kunnen vastleggene Zo'n ruimte noemen wij steeds 
een beslissi • sruimte Xo 





x2 !a 15 
x3 !_ 7 
X4 ~ 5 
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Aangezien bet eiwit~gehalte minimaal 14,7% moet bedragen vinden wij 
bovendien a1s voorwaarde (zie ook tabel 2oI): 
{3o2) 
(3.3) 
Verder ge1den voor verteerbaar ruw eiwit 1 vocht 1 zetmeel, ruwe vezels 
en vet analoge ongelijkheden~ 
Laten wij om de gedachten te bepalen terugkeren tot het geval, 
waarin een beslissing kan warden vastgelegd met behulp van 2 beslissings-









De toegelaten nu in het gearceerde 
gedeelte van de beslissingsruimte (figo 3e4)o Immers alleen voor punten 








Een voorbee1d van een ebied van toe elaten beslissin en 
,, iH de beslissin sruimte 
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Evenzo correspondeert met de ongelijkheden in het veevoederpro-
bleem een gebied in de bij dat probleem behorende beslissingsruimte Xo 
Dit gebied noemen wij het ,e;e?
0
i~,~ ;v,a,n, '1:e= t.o,e,g~l:~te,n, besliss~p.fie,no Wij 
merken op dat de getallen 7,9, 7,4 etco in (3o3) componenten zijn van 
de toestand so Immers zij geven de huidige samenstelling van de grond-
stoffen aano Aangezien (3o3) mede het gebied van de toegelaten beslis-
singen bepaalti zal de vorm van dit gebied afhangen van de toestand s 
van bet systeemo 
Wij zullen in het hierna volgende steeds aannemen dat het gebied 
van de toegelaten beslissingen, aangegeven met X(s), mede bepaald wordt 
door de toestand van het systeem op het beslissingstijdstipo 
. . . . . - --
Wij onderscheiden twee typen van beslissingsproblemeno In een Zogono 
een-staps=besl_issings~r~oblce=e;ID behoeft de beslisser slechts een enkele be-
- . 
" ... "' .,,, .. ·-· , ... 
- .. - - ... ~ .... " -· 
slissing te nemeno In een meer-stapsbeslis_s~ngsprobleem wordt van hem 
verwacht dat hij in een tijdsbestek een reeks van beslissingen neemto 
De oplossing van het·een-stapsbeslissingsprobleem wijst een beslissing x 
aan, terwijl in het meer-stapsbeslissingsprobleem de oplossing wordt gege 
ven in de vo11n van een sQtrategi_eo Een strategie z is een beslissinfis;vo,or
1
-
schri:rt dat in elke toestand s aangeeft welke beslissing x - z(s) moet 
worden genomeno Wisku.ndigen zeggen dat een strategie een a:fbeeldin~ is 
4 -· -·. - -
. - -· - . 
- . . .. .. .. - ... . . ... 
van de toestandsruimte Sin de beslissingsruimte Xo 
Het toekennen van waarderingen aan ontwikkelingen in de toestand van 
het systeem is dikwijls een zeer moeilijke opgaveo Deze waarderingen hee:ft 
men nodig om tot een kriterium te komen voor het vergelijken van de toege 
la.ten beslissingeno v·eelal zijn deze waarderingen niets anders dan de kos 
ten of de winst die aan de beschouwde ontwikkelingen - wandelingen van het 
systeem door de toestandsruimte ~ zijn verbondeno 
Voor een-stapsbeslissingsproblemen wordt het kriterium voor de optjrnale 
beslissing gegeven in de voI'ln van een reele x-
de toestand aangeeft op het moment van beslissen en x de beslissingo Als de 
toekomstige ontwikkeling in de toestand van het systeem van te voren bekend 
vooro Indien echter de 
toekomstige ontwikkeling op het moment van beslissen nog onbekend is stelt 
verwachting voor van de aan deze ontwikkeling verbonden kosten 0 
• 
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Als wij aannemen dat de weekproductie veevoeder 10000 kg bedraagt 




Uit (3a5) volgt dat y inderdaad een functie is van x en dat de gedaante 
van bet systeem. 
Inuners de prijzen van rogge etco die in (3o5) voorkomen zijn componenten 
van de toestand s0 o 
In de inleiding hebben wij gezegd dat ieder besliskundig onderzoek 
gericht is op de vertaling van het beslissingsprobleem in een wiskundig 
optimura probleemo Het eerste beslissingsprobleem kan men nu vertalen in het 
volgende opt ir·11u·m probleem~ ''Bepaal het minimum van ( 3 o 5) ender de bijvoor 
waarden (3o2), (3o3) etc10'' In zijn algemene vorm luidt het mathematische 
een stapsbeslissingsprobleem als volgt~ 
''Bepaal ···het minimtun van 
Voor meerstapsbeslissingsproblemen vindt men een kriteri11r11-functie 
van - en z de toegepaste 
strategie voorstelto Indien een optimale strategie meet warden ontworpen 
voor een onbegrensde tijdsperiode dan zullen veelal onverschillig de ge-
bruikte strategie de totale kosten onbegrensd hoog zijno Bijgevolg kunnen 
deze kosten niet dienen als kriteriumo Zowel voor stochastische als 
dete11ninistische ontwikkelingen in de toestand van het systeem kan men de 
kosten gaan verdiscontereno Dit wil zeggen dat men op een voorgeschreven 
wijze aan kosten in bet verre verschiet minder gewicht toekent dan aan 
kosten van gelijke omvang in de nabije toekomsto Voor een dergelijke 
handelwijze besta·at een economische rechtvaardigingo Voor het geval de 
ontwikkeling in de toestand van bet systeem stochastisch is dan zal men 
als kriteri111n kiezen de verwachting van de totale verdisconteerde kosten, 
Voor het geval de ontwikkeling in de toestand van het systeem determinis-
tisch is dan kiest men de verdisconteerde kosten zel~ als kriteriutno In 
sotnra.ige situaties kan men beter de over de gehele wandeling gemiddelde 
kosten per tijdseenheid a.ls kriteri1,1rn kiezeno Hoe dan ook het mathematische 
meer stapsbeslissingsprobleem luidt als volgtg 
• 
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''Bepaal het minimum van de reele Z=functie 
• 
0 0 b1.JQC 
• 
... vo·orwaarden x = z(s)EX(s) voor elke SES 99 o 
Voor het bepalen van de extreme waarden van de x-func·t ie 
en z) bestaan een aanta.1 wiskundige techniekenc 
Tenslotte zullen wij laten zien dat een strategie soms op een aan~ 
schouwelijke wijze kan warden uitgebeeldo 
In het tweede voorbeeld zal men zodra een schade zich voordoet moeten 
beslissen of deze schade geclaimd zal worden of nieto In figuur 3o5 hebben 
wij een strategie aangegeveni die de beslisser a.dviseert .5erve~. schade te 
claimen wanneer het systeem vanwege die schade een toestand aanneemt in 
het gearceerde gebied in het achtervlako Uit het bovenstaande volgt dat de 
oplossing van het tweede beslissingsprobleem in wezen een keuze is uit de 
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Voor het derde probleem wordt in figuur 306 een strategie uitgebeeld 0 
Zodra het systeem een toestand aanneemt welke correspondeert met een punt 
van een dik getrokken lijnstuk~ dan wordt de productiesnelheid op de aan-
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bij het derde beslissin~sprobleem 





In bovenstaande beschouwingen hebben wij aan de hand van vijf 
concrete wensen laten zienj dat de wiskunde over instrumenten beschikt, 
die bij het zoeken naar oplossingen voor beslissingsproblemen van nut 
kunnen zijno Verder hebben wij kunnen constateren dat het gebruik van deze 
instruinenten leidt tot een vertaling van bet beslissingsprobleem in een 
wiskundig optim1.1m probleem0 Wij hebben niet nagelaten te wijzen op het feit 
dat elke beschrijving van een beslissingssituatie ~ ook een wiskundige -
een mod~l van die situatie weergeefto Wij dienen dus de terug-vertaling 
van het wiskundig optimum probleem met enige reserve te ontvangeno 
~- - -· .. 
In de volgende paragraaf zullen wij nagaan aan welke eigenschappen 
beslissingsproblemen moeten voldoen opdat zij op een besliskundige wijze 
kunnen warden behandelda 
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Alhoewel alleen bet veevoeder probleem uit §2 op een_ondubbe1= 
zinnige vijze vertaald kon worden in een wiskundig optimu1n probleem, 
para.graaf zich in een vergevorderd stadit1rn van fo111n1uleren bevondeno 
Een beslissingsprobleem maakt in bet algeir1een een rijpingsproces dooro 
Natuurlijk zijn er ook beslissingsproblemen die vrij plotseling 
ontstaano Een machine valt bijvoorbeeld uit en de beslisser wordt 
geconfronteerd met de vraag or hij een nieuw exemplaar van het be-
proefde type zal kopen of dat hij met bet oog op een eventuele uit 
breiding een grotere zal aanschaffeno Het door bet probleem opgeroe-
pen beeld van de beslissingssituatie is vrij scherp getekendo 
Wellicht dat er hier en daar nog wat infot·111e.tie moet worden ingewon-
neno Misschien meet er nog wat gerekend worden, maar de verschillende 
keuze-mogelijkheden zijn aangegeveno De meeste beslissingsprob~emen 
worden echter niet in ~~n nacht geboreno Aan de for1nulering gaat 
meestal een lange periode van onbehagen voorafo In zo'n periode 
zoekt men eerst de schuldige en daarna de oorzaak van de ongewenste 
toestando Tot het zoeken naa.r een remedie komt men niet of pas veel 
latero Het is merkwaardig hoeveel mensen reeds gerustgesteld zijn, 
zodra zij weten waarom iets is misgelopen of dreigt mis te lopeno 
Waarscbijnlijk waren zij alleen maar teleurgesteld omdat de verklaring 
ontbrako Er ontstaat pas een beslissingssituatie wanneer men het 
gevoel krijgt dater ook iets aan gedaan kan warden$ Maar wat? 
Als wij spreken van een ongewenste situatie dan behoeven wij 
nog niet te bedoelen dat de toestand van bet systeem ons als onaan-
gena.am. voorkomto Het kan best zijn dat wij die toestand juist gaarne 
geha.ndhaafd zouden zien maar dat de ontwikkeling in de toestand van 
het syste~n ons zorgen baarto In het beslissingsprobleem gaat men dan 
uit van de veronderstelling dat door het nemen van beslissingen een 
gevreesde ontwikkelingsgang kan warden omgebogeno 
Een besliskundige aanpak :i1npliceert de invoering van een mathe-
matisch modelo Een matber11atisch model van een beslissingssituatie 
• 
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vereist een kwantitatieve beschrijving van 
-·· ... , --· , •. -·- -·-- ·-· -- ·• . - - .... 
a) de toestand• van het systee:rn-, 
b) de mogelijke beslissingen, 
c) de ontwikkelingen in de toestand van het systeem die mede een 
gevolg zijn van de te nemen beslissingen, 
d) de waardering die men toekent aan deze ontwikkelingen 0 in de 
toestand van het systeem; 
e) de waardering die men toekent aan een beslissing of strategieo 
Deze laatste waardering noemt men het kriteritim voor de optimale beslis-
sing of strategieo Tussen de waarderingen genoemd ender d) en e) 
bestaat een zeer nauw verbando Ind) zijn de kosten van een beslissing 
of van het toepassen van een strategie veelal niet opgenomeno 
Na deze beschrijvingen volgt het opstellen van het wiskundig 
optim11rn probleemo Tenslotte zal gezocht moeten worden naar een tech-
niek om bet wiskundig optimuin probleem te kunnen oplossen0 Dit werk-
schema kan men niet punt voor punt afwerkeno Zo kan men bijvoorbeeld 
bij het beschrijven van de ontwikkelingen in de toestand van het 
systeem ontdekken dat men de toestand van het systeem beter op een 
andere wijze had kunnen aangeveno Ook gebeurt bet wel eens dat slechts 
een of een combinatie van een klein aantal toestandsgrootheden bij de 
bepaling van de optimale beslissing een rol speleno In dat geval had 
men kunnen volstaan met een toestandsrui.inte van eenvoudiger structu11ro 
Bijgevolg keert men dan tot dat punt van het werkschema terugo Eigen-
lijk wordt er aan alle punten min of meer tegelijk gewerkto 
Men zal dus tijdens het oplossen van het beslissingsprobleem 
meer dan eens moeten nagaan welke factoren in het begrip toestand 
dienen te worden opgenomen, opdat in dat stadium van oplossen 
relevant geachte informatie kan worden verwerkto Een aa.ntal van deze 
factoren zijn mogelijkerwijs niet kwantitatief, maar kunnen wel kwan-
titatief gemaakt wordeno Men denke boVo aan factoren~ die in wezen 
een vraag inhouden welke met ja of neen moeten warden beantwoordo 
Zulke factoren latenvij doorgaans de waarden O (ja) en 1 (neen) 
aannemen0 Het behoeft geen betoog dat van vele systemen de mogelijke 




' ' O if Hoe zou men boVo de toestand of sfeer van een systeem vergadering 
kwantitatief moeten aangeven? Door het aantal aanwezigen? Of door 
het verschil tussen de aantallen keren instem.mend en honend lachen? 
Alhoewel er geen objectieve maatstaven bestaan met behulp waarvan 
men ondubbelzinnig kan vaststellen of de toestanden van een bepaald 
systean. zich wel of niet kwantitatief laten beschrijven, kan men 
O Q 0 
toch stellen dat, als de factoren met de gewenste kwant1tat1eve eigen-
schap op een geforceerde wijze naar boven komen, men wellicht beter 
van een besliskundige aanpak kan afzieno Met bet oog op het aangeven 
van de ontwikkelingen in de toestand van het systeem zal men tevens moeten 
trachten het aantal beschrijvende factoren zo klein mogelijk te houdeno 
~ ,.,. - ·- - -----··-- - -"••., ·---· -
Laten wij vervolgens onze aandacht richten op de beslissingeno 
Welke beslissingen kan men alzo nfflnen? Het antwoord op deze vraag 
verlangt dikwijls een onderzoek naar de mogelijkheden om het proces 
te beinvloedeno Afhankelijk van de toestand van het systeem zullen 
aan deze mogelijkheden beperkingen zijn opgelegdo Vanwege de beperkte 
voorre.a,d capaciteit zal men in het derde probleem de productie moeten 
stil leggen als de voorraad M bedraagto Het onderzoek naar de mogelijke 
wijzen van beinvloeding is uiterst belangrijko Misschien heeft het 
ten gevolge gehad 9 dat een nieuwe grondstof aan het reeds bekende 
pakket van toegelaten grondstoffen voor veevoeders is toegevoegdo 
Men moet zich echter wel rekenschap geven van het feit dat voor 
iedere beslissing of strategie moet gelden dat de mede door deze 
beslissing of stra.tegie plaats vindende o=ntwik,k:elin6: ~i
0
~= ~e= toestand 
.......... ,.,.~ .. ,. .. ~ -~ ~ ... ,. 
. ·- .. ·-····--··· ...... --· ·-··· .. ~- -- .. ··-· - -- --
va.n het sis-~=eem kan warden aangegeveno Dit geldt ook voor beslissingen 
. ' ..... -·- - -- - . - - . - .... ., ... -~ - ~ . 
en strategieen die nog nooit zijn toegepast en waarvoor dus van de 
bijbehorende ontwik.k.elingen in de toestand van bet systeem geen waar 
nemingen beschikbaar zijn0 Dit betekent dat men bij bet bepalen van 
het effect-van een beslissing op de ontwikkeling in de toestand van 
het systeer·n te werk moet gaan volgens een gepostuleerd principe ~ 
dat wij in deze pa.ragraaf het ''resultante 0 »principe'' zullen noemen 0 
Het resulta.nte-principe gaat uit van de veronderstelling dater een 
basisproces bestaat, hetwelk zich niet laat beinvloeden door de 
beslissero De ontwikkeling in de toestand van het systeem 1 die mede 
25 
een gevolg is van een toegepaste strategie i kan, volgens het ''resul-
ta.nte-principe'', met behulp van het basisproces i de toegepaste stra-
tegie en een stel = van elke strategie onafhankelijke 11•·· richtlijnen 
worden-bepaaldo Indien men behoefte heeft aan visuele voorstelling 9 
dan kan men· dit basisproces zien als een stevige bries op een meero 
Een zeilboot in de toestandsruix,1te (meer) vervult in die voorstelling 
de rol van systeemo De beslisser is de zeiler en de gang van de boot 
is de ontwikkeling in de toestand van het systeema De gang van de 
boot is een gevolg van bet basisproces (de bries) en de (zeil-) 
strategie van de zeilero De bries zal door het gedrag van de zeiler 
niet aanwakkeren of afnemeno Indien men beschikt over enige zeil~ 
kennis (richtlijnen) dan kan men de gang van de boot door een super-
positie van strategie op basisproces bepaleno Bij een constante 
bries is de gang nagenoeg dete1~1inistisch, terwijl het schip een 
''stochastische gang'9 zal maken, wanneer er op aselecte tijdstippen 
windvlagen optredeno Indien wij het ''resultante-principe'' willen 
toepassen, dan zullen wij uiteraard enige model veronderstellingen 
moeten makeno Wij zullen dit nu toelichten aan de hand van het derde 
en bet tweede bes1issingsprobleem uit §2o Bij het derde beslissings 
probleem gaan wij uit van de volgende model. --veronderstellingeng 
1) het aankomstpatroon van de klanten hangt niet af van de 
ervaringen die deze klanten hebben opgedaan in hun relatie 
met de fabriek; 
2) de door de klanten gestelde vraag naar goederen hangt niet 
a~ van de ervaringen die deze klanten hebben opgedaan in 
hun relatie met de fabrieko 
Bijgevolg zal het proces, dat, binnen het mathematisch model, 
de vraag naar goederen beschrijft niet afhangen van de te volgen 
strategieo Een realisering van dit proces kan men geven door de 
tijdstippen waarop de klanten binnen kwamen en de op die tijdstippen 
gestelde vraag naar goederen te notereno Indien wij nu op grond van 
waarnemingen in staat zijn zoin vraagproces te beschrijven dan ligt 
voor iedere strategie en iedere realisering van het proces de te 
maken wandeling in de toestandsru:i mte vast ( zie fig o 3 o 6) o 
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In bet autoa0verzekerings-probleem ka:tnpt de automobilist=>verzekerde 
met de moeilijkheid dat hij te weinigvaarnemingen heefto Indien hij 
doorgaans veel ongelukk.en maakt dan kan hij misschien spoedig over 
een schat van gegevens beschikkeno Hij zal zich dan ongetwijfeld 
gaan bezighouden met de vraag of bet ontstaan van schaden al of niet 
bevorderd wordt door de reeds verkregen premiereductieso Indien het 
gestelde niet statistisch aantoonbaar is, doWoZc indien het aantal 
premiereducties geen aantoonbare invloed heeft op de rijtrant, dan zal 
hij willen nagaan of er een verband bestaat tussen ope~nvolgende onge-,,, 
1 eno Wanneer na een nadere precisering een dergelijk verband niet 
statistisch aantoonbaar is (mathematische statistiek) 1 dan kan bij 
misschien veronderstellen dat 
a) de tijdslengten tussen op~~nvolgende ongelukken onafhankelijk 
verdeeld zijn volgens een zelfde negatief-exponentiele 
verdeling; 
b) de op~envolgende schaden onafhankelijk verdeeld zijn volgens 
een zelfde verdeling van gegeven typeo 
De pa.raJneterwa.arden behorende bij deze kansverdelingen moeten uit het 
waarnemingsma.teriaal worden geschato Al deze veronderstellingen zijn 
model-veronderstellingen en kunnen al of niet gecombineerd worden 
getoetst (mathematische sta.tistiek) o 
Als alle bovengenoem.de veronderstellingen niet behoeven te worden 
verworpen dan volgt uit het eerder genoen1de ''resulta.nte,.,..principe'' dat, 
oak a.ls de automobilist een strategie volgt 1 de ontwikkeling in de 
toestand van het systeem binnen het mathematisch model va.st ligto I1nrr1ers 
bet proces dat voor de ongelukken zorgt is nu het basisproces en kan 
worden beschreven met behulp van twee kansverdelingeno De aselecte trek~ 
kingen uit de eerste kansverdeling geven de tijdslengten tussen de 
op~envolgende ongelukken aan, terwijl de aselecte trekkingen uit de 
tweede kanaverdeling de bijbehorende schadebedragen oplevereno Voor elke 
strategie van het beschouwde type (zie figo 3o5) is nu de ontwikkeling 
in de toesta.nd van het systeem vastgelegdo 
Indien de gerr1aakte veronderstellingen moeten worden verworpen 
dan zal men tot een ingewikkelder beschrijvingswijze moeten komeno 
• 
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Bijgevolg zal de automobilist over veel meer waarnemingen moeten be 
schikk.eno Deze waa~nemingen zal hij misschien nodig hebben om er 
achter te komen wat het ef:fect is va.n de te betalen premie op het ont 
staan van schadeno Het verza.rnelen en het verwerken van deze waarnemingen 
kost uiteraard veel tijda Gunstiger ligt bet probleem bij een bedrijf 
met een homogeen wagenparkt waarvan een groot aantal automobilisten 
gebruik maakto Indien de automobilisten steeds op een aselecte wijze 
een auto kiezen (model=veronderstelling) en indien de schaden steeds 
volledig worden hersteld dan is bet enerzijds aannemelijk dat voor 
iedere auto afzonderlijk aan de gemaakte veronderstellingen is voldaan, 
terwijl anderzijds over de benodigde gegevens sneller kan worden beschikto 
Wij zullen thans bet i 9hoedjesprobleem9' ( §2i voorbeeld 4) a.an een 
beschouwing onderwerpent omdat hier in eerste instantie geen beroep op 
het Zogono ''resultante-:principev' kan worden gedaa.no Op het moment van 
inkoop beschikt de inkoper over de verkoop cijfers van de afgelopen jareno 
Misschien heeft hij ook een marktonderzoek onder zijn klanten verrichto 
Mogelijkerwijs gaf dit onderzoek enig inzicht in de wensen van zijn toe-
komstige koperso 
kan hij wellicht 
Indien hij slechts ~en type hoedje gaat verkopen dan 
0 0 O 
met en1g succes een ka.nsverdeling van de toekomstige 
vraag construereno Moeilijker wordt het wanneer hij meerdere typen hoed-
jes gaat aanbiedeno De d,ames gaan nu kiezen uit de collectie en als het 
gewenste type is uitverkocht dan zijn er twee mogelijkhedeng 
a) zij kopen een ander, 
b) zij verlaten de winkel zonder nieuwe hoedo 
Bijgevolg stimuleert 1 binnen ~~n seizoen 1 een uitverkocht type de ver 
koop van de andere typeno Dit betekent dat de kansverde1ing van de vraag 
naar een bepaald type niet alleen af'hangt van de omvang en indeling van 
de collectie als geheel en dus van de genomen beslissing 1 maar ook van de 
geneigdheid om iets anders te kopeno Dit laatste kan men niet zomaar in 
een ''resultante-, •principe1' verwerkena Nu kan men een model mak.en van het 
verkoopproces door de dames op ~~n of andere aselecte wijze de winkel 
te laten binnen komen en ze daarna op een aselecte wijze te laten trekken 
uit een urn met briefjesj waarop of bet model van het te kopen hoedje 
staat of wordt aangeraden de wink.el te verlateno 
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De parmneters van beide kansmechanismen ka.n men laten va.rieren met de 
tijd (seizoen=invloed) en de aanwezige voorraden hoedjeso Met behulp 
van deze variatie mogelijkheid kunnen wij trachten de reactie van de 
klant op de resterende collectie te beschrijvena Het antwoord op de 
vraagg 'iHoe moeten wij varieren\)9 vereist echter 
Bij een dergelijke studie zal waarschijnlijk de 
loog onontbeerlijk zijno 
0 
een aparte studieo 
hulp van een psycho~ 
Het blijft de vraag of zoffn urn-model een aanvaardbaar beeld van de 
werkelijkheid geeft en of' de waarden van de par&.1neters van dit model 
met behulp van deter beschikking staande gegevens geschat kunnen 
wordeno Bij het vaststellen van de toestand van het systeem ~9hoeden.-
collectie'' hebben wij a.lleen aan het tijdstip van inkoop gedachto 
Voor het bepalen van de winst en dus voor het toekennen van een waar-
dering aan de te maken wandeling is het wenselijk om ook voor ieder 
type hoedje het aantal resterende hoedjes in de toestand van het sys 
teem op t~ nttneno Het urn~model 
geeft nu tussen twee ink.open de 
met zijn vari~rende samenstelling 
-0 O 0 
ontwikk.eling in de toestand van het 
systeem op een ondubbelzinnige wijze aano Het 
ments-problemen van dit type moeilijk zijn te 
losseno 
is bekend dat assorti~ 
0 0 beschr1Jven en op te 
Bij de beschrijving van de ontwikkelingen in de toestand van het 
systeem kunnen zich uiteraard ook andere moeilijkheden voordoeno Om in 
bet vvbal=probleem'' de ontwikkel.ingen kans theoretisch te kunnen a e-
ven zou men voor iedere ontmoeting de kana op een uitnodiging moeten 
kenneno Hoe zou men deze kansen knnuen schatten? Alleen een eeuwig= 
studente met een even eeuwig jeugdig voorkomen, die haar vriendjes 
in groepen heeft ingedeeld zou misschien genoeg waa1·nemingen kunnen 
verzamelen om met behulp van een statistische analyse tot schattingen 
te komeno 
Of een ontwikkeling in de toestand van bet systeem de beslisser 
al of niet aanstaat za.l hij tot uitdrukking moeten brengen in de 
waardering die hij aan deze ontwikkeling zal toekenneno 
-- -· ..... - ..... -.. --... ----·-
Het vaststellen van we.arderingen is in het algemeen geen eenvoudige 
zaako Het meisje waardeert haar vriendjes op grand van de prijs van de 
' 
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haar aangeboden corsagea Zij heeft kennelijk geen oog voor hun studie-
resultaten~ hun kennis van de moderne literatuur of hun verrichtingen 
op bet sportveldo Indien zij een meer genuanceerder kijk op haar 
vriendjes had 0 hoe zou zij hen dan noteren? Bovendien wil zij niet 
alleen een mooie corsage hebben maar ook het bal bezoekeno Dit zijn 
twee meer of minder strijdige wenseno Met betrekking tot de eerste 
wens kunnen wij aan iedere ontwikkeling een waardering toekennen gelijk 
aan de prijs van de corsage, die tijdens deze ontwik.keling wordt over-
handigdo Als de ontwikkeling niet leidt tot een uitnodiging dan wordt 
de waardering gelijk gekozen aan nula 
Met betrekking tot de tweede wens warden aan alle ontwikkelingen 
die leiden tot een uitnodiging een gelijke waardering toegekendo Deze 
laatste waardering is moeilijk in. geld uit te drukkeno Hoe stellen wij 
" 
nu de twee waarderingen semen tot een, als beide wensen tegelijk kenbaar 
warden gemaakt? 
Het toekennen van waarderingen aan ontwikkelingen wordt nag moei-
' 
lijker als naast kosten oak mensen, .. •levens een rol speleno Wij behoeven 
daarbij niet eens te denken aan oorlogshandelingeno Wij noemen slechts 
de verkeersproblemeno Een besliskundige benadering kan dus falen wanneer 
verlangens leiden tot niet-vergelijkbare waaxderingeno 
In het 09hoedjes•=>probleem'' zal een verkochte hoed op een ondubbel-
zinnige wijze haar bijdrage tot de waardering van de desbetreffende 
ontwikkeling kunnen levereno Maar wat daen wij als een klant onver~ 
richterzake de winkel verlaat omdat het door haar gewenste hoedje is 
uitverkocht? Hoe groat is het verlies aan Good Will? Indien deze 
schadc i die wel vergelijkbaa.r is met de overige kosteni niet kan 
worden vastgesteld dan hangt elke beslissing met betrekking tot de 
san1enstelling van de collect ie in de lucht o Wij komen hier straks op 
terugo 
Met behulp van deze waarderingen kunnen ook aan beslissingen en 
strategieen, die tot deze ontwikkelingen aanleiding hebben gegeven 
een wa.ardering warden toegekendo De relatie tussen waarderingen ener-
. 
zijds en beslissing of strategie anderzijds noemen wij de ot o kri erl. \lluca 
_,,, __ ...,_ ., -•· .. , ............ . 
functiel De oplossing van het beslissingsprob1eem bestaat 0 nu daar1n 1 
- - .. - ~ 
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dat wij ploeten zoeken naa.r die beslissing of strategie waarvoor de 
0 0 
kriteritA:Utfunctie maxima.al is o Soms slaagt men er wel in om voor 1eCIIC 
dere beslissing of strategie afzonderlijk de bijbehorende waarde van 
de kriteri111nfunctie te bepalen~ terwijl bet onmogelijk is om het 
0 
kriteriwn expliciet te geven als ctie van beslissing of strateg1e 0 
Hoe bepaalt men nu de optimale beslissing of strategie? 
Wij zijn tbans in een stadiwn aangeland• waarin het oorspronke••CI 
lijke beslissingsproble~r11 vertaald is in een wiskundig optimu1npro· ~· 
bleeine Hele.as is de ''Mathe,uatische besliskunde'' i) het vak. dat zich 
met dit soort wiskundige optimun1proble1,1en bezighoudt, niet altijd 
een veilige havena Tal van mathematische beslissingsproblemen wachten 
nog op een antwoordo Mede d zij de moderne rekenapparatuur worden 
' 
echter jaarlijks eno1•1r1e vorderingen ge1naakto Wat vandaag nag een 
uitzichtloos probleem lijkt, kan morgen bij wijze van spreken een 
routine 0probleem 




dig opt im11mpro blee111 
oorspronkelijke 
is opgelost en als·het antwoord 
terminologiei dan dient men er 
zich van te overtuigen dat het antwoord ook bruikbaar isa Zo niet, 
dan moet het model aan een kritische beschouwing worden onderworpeno 
Stap voor stap zullen wij dan moeten controleren of wij niet ergens te 
lichtvaardig zijn omgesprongen met veronderstellingeni waardoor sommige 
structuele relaties geen plaats kregen in bet modelo 
Keren wij thans nog even terug naa.r de kriterit1taf11nctieo Het op 
stellen ve,n deze functie wordt sorus bemoeilijkt doordat een aantal 
gegevens ontbrekeno Hierboven hebben wij bijvoorbeeld reeds gewezen 
op het .feit dat in het Zogono 'ihoedjesprobleetn9v bet verlies aan 
''Good will'' bij een gemiste verkoopka.ns moeilijk te bepa1en was o 
Dit betekent niet dat een besliskundige aa.npak nu zinloos iso Wij 
zullen dit nu toelichten met behulp van een vereenvoudigde versie van 
0 di t problee:tnc 
Stel da.t de inkoper maa.r ~en type hoedje in zijn collectie opneemt 
en stel vervolgens dat hij beschikt over de hieronder te vermelden 
gegevensg 
a.) de inkoopprijs van.·teen hoedje bedraagt dertig den, 
• 
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b) de verkoopprijs in de no:nnale verkoop bedraa.gt vijftig gulden; 
c) de verkoopprijs in de uitverkoop is twintig gulden, 
d) de voorraadkosten bedragen vijf gulden per seizoen per hoedje; 
e) de kansverdeling van de vraag y wordt gegeven door de kans 
dichtheid 
C ,Q ,02y y e o 
(De verwachting van de vraag naar dit type hoedje is 100). 
De vra.ag is nug 9wHoeveel hoedjes moet de ink.oper bestellen?'w , Dit aan-
tal wordt mede bepaald door het Zogono verlies aan good~willo Door bet 
ontbreken van een numerieke wa.arde van deze schade& kunnen wij strikt 
genomen het beslissingsprobleem niet oplosseno Wat wij echter wel 
kunnen doen is de optiinale bestelgrootte bepalen voor verschillende 
waarden van dit verlieso 
In onderstaande tabel vindt men bet gevonden resultaato 
Tabel 4o 1 
., .. • • - ... ••- - •• ~ •• ' .. ,D - ... 
Inv1oed van verlies a.an good•··•Will 




















Uit bovenstaande tabel blijkt dat een besliskundige aanpaki ook 
als essentie1e gegevens ontbreken, de beslisser nuttige informatie kan 
verschaf:reno Komen wij tenslotte tot de vraag g ' 9Is een besliskundig 
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onderzoek altijd zinvol?'' 
Altijd ongetwijfeld nieti De studente kan met haar vvbalprobleem'' 
veel beter een vriendin dan een besliskundige raadplegeno 
Bij vele andere problemen kan men niet zomaar van te voren vast-
stellen of een besliskundig onderzoek zinvol iso Wellicht komt men bij 
bet opstellen van bet mathematische model reeds tot onoverkomelijke 
moeilijkheden doordat of de situatie zich niet door een eenvoudige 
structuur laat beschrijven ct· de noodzakelijke gegevens ontbrekeno 
Het gebeurt ook wel eens dat men pas bij het oplossen van het mathema-
tische beslissingsprobleem struikelto 
Zonder een alternatieve benadering te kart te wilaen doen, kan men 
toch stellen dat ook menig onvoltooid besliskundig onderzoek zinvol is, 
omdat meni door zijn speciale aanpak 9 op een systematische wijze aan 
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1o Enkele voorbe~lden van e~n-sta~sbeslissingsproblemen 
. - .... ' - - -~· -----·--·---- --- _.,._ 
Zeals op po19 reeds werd vastgesteld luidt het mathematische 
een-stapsbeslissingsprobleem als volgt~ 
''Bepaal het minim1,1rn van de x1a1funct ie 
Wij zullen in deze paragraaf een tweetal voorbeelden geven van 
een-stapsbeslissingsproblemen 1 die zonder gebruik van speciale wis-
kundige technieken kunnen worden opgelosto 
In §2 zullen wij onze aandacht richten op een klasse van mathe··· 
matische e~n-stapsbeslissingsproblemen. die met behulp van Lineaire 
Progre.r,·anering kunnen warden opgelost C:) 
In §3 warden de transportproblemen besprokeno Laatstgenoemde 
een 11 stapsbeslissingsproblemen danken bun niet-wiskundige naam aan 
0 0 hun eerste toepassingsgebied~ 
Wij beschouwen nu bet volgende probleem: 
Het eerste beslissin~s,;erob?:;~em 
. - . - ... . -.. - - -. ... -· ...... - - .. - , - ... .. .... 
' 'Een fabriek heeft voor een specie.le opdracht een grote hoeveel-
heid entabog~·en nodigo Entabogeen kan ter plaatse op elk tijdstip 
worden ingekocht in iedere gewenste hoeveelheid a f 5000, per kilo~ 
Men kan ook jaarlijks op 1 juli entabogeen inkopen in Centraal Afrika 
en deze per boot la.ten verzenden naar de fabrieko Indien men een hoe-
veelheid van x kg inkoopt 8 dan komen de totale kosten inclusief ver 
veer op 
0 
2 3000x + 20x 
heden gevondeno Grote hoeveelheden ku.nnen slechts ten koste van 
veel inspanning worden verkregeno Vandaar dat de inkoopkosten per 
0 
eenheid 
- --· ,._ ... . - ,... ... ... . .... ··- ~• .. ' " 
X 
- 3000 + 20x { 1 o2) 
0 0 
monotoon toenemen als functie van de omvang x van de beste11ingo 
• 
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Verder is gegeven dat 
a) de fabriek het benodigde geld moet lenen a 8% per jaar; 
b) met bet werk direkt na aankomst van de grondstof~en uit 
Afrika wordt begonnen; 
c) het werk negen maanden zal duren, 
d) het verbruik van entabogeen constant zal zijn en dat men 
in totaal 60 kg nodig heeft; 
e) de opdrachtgever zal betalen zodra het project wordt 
opgeleverdo 
Gevraagd wordt nu hoeveel kg entabogeen in Afrika en hoeveel kg ter 
plaatse moet warden ingekocht?'' 
Oplo,ssinet 
In dit probleem zullen wij aannemen dat de toestand van bet sys-
teem gegeven kan warden met behulp van de volgende twee toestands-
groothedeng 
1) de hoeveelheid entabogeen uit Afrika nog in voorraad; 
2) de hoeveelheid entabogeen reeds gekocht op de p1aatselijke 
markto 
• 
De toestandsruimte Sis dus een twee~dimensionale cartesische ruimteo 
Als de beslissing x de in A~rika in te kopen hoeveelheid enta-
bogeen voorstelt en als in Nederland slechts entabogeen wordt inge-
kocht voor onmiddellijk gebruik ( geen voorraadvorrning), dan wordt in 























De toe te kennen waardering aan deze ontwikkeling van bet systeem 
( inclusief beslissingskosten) vordt gevorxr1d door~ 
b) rente 




x) o 5000 
(Af'rika) 
(Holland) 
1) te betalen aan de bank vanwege de financiering van de in 
Afrika ingekochte hoeveelheid entabogeen 
2 0,08 (rente) Q (3000x + 20x ); 
2) te betalen aan de bank vanwege de financiering van de 
--·- - -- ..... - -·-• 
continue inkoop van entabogeen in Holland (zie figo 1o2 
+ toelichting) 
2 0 o 0,08 (rente) o (60 - x) o 50000 
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De renten verschuldigd over de perioden met lengten ~t warden in 
eerste benadering gegeven door 
0 1 08 (rente) o 6t (tijd) 
of in andere woorden door 0,08 o 5000 maal het oppervlak van het 
bijbehorende gearceerde gebiedo 
kan nu eenvoudig inzien dat de rente over de gehele tijdsperiode 
60 
0,08 o 5000 o het oppervlak. van het gestippelde gebied 
en dus door 
1 (60 ~ x) 
De toe te kennen waardering wordt nu gelijk gekozen aan de 
totale kosten 
x)5000 




Men kan eenvoudig nagaan dat (1Q4) minimaal is, wanneer x gelijk gekozen 
wordt aan 44,72570 • 
Veronderstel nu dat men in Afrika al.leen partijen kan inkopen welke 
groter dan of gelijk zijn aan 50 kgo De verzameling van toegelaten 
bestaat da,n uit de volgende beslissingen: 
X = 0 en 
tel:"l[l de keuze moet 
vallen op die toegelaten waarde van x welke bet minst ''ver'' van 44 • 7257 
verwijderd iso Bijgevolg wordt onder de bijvoorwaarde (1o5) de optimale 
beslissing gegeven door x = 500 
37 
Het t=!!eede beslissin~s~robleem: 
- .. , - . .. .. ... ... 
Ons tweede voorbeeld is een iets vereenvoudigde versie van het 
vierde voorbeeld uit hoofdstuk I (zie ook pa30 en 31)o 
' 
' 
Een inkoper van een speciaalzaak in aameshoedjes gaat ieder najaa,r 
naar Parijs om een type hoedje te bestellenoDeee.·!hoedjes worden dan 
bet volgende voorjaa.r tussen 1 februari en 1 juli in de noz01nale verkoop 
gebracht o Tijdens de uitverkoop ( 1··2 • 15 juli) warden de hoedjes tegen 
een sterk gereduceerde prijs aangebodenQ De ervaring leert dat alle 
restanten in de uitverkoop kunnen worden opgeruimdo 
In elk najaar moet de inkoper dus beslissen hoeveel hoedjes hij 
zal bestelleno Zijn keuze zal afhangen van de volgende gegevens~ 
a) de inkoopkosten bedragen ~(x) voor een partij van de omvang x; 
' . .... .. - ... ... 
de verkoopprijs in de 
·-- .. - .... _ .... 
d) de voorraadk.osten bedragen b voor ieder hoedje een geheel sei-
zoen in voorraad (wij denken hierbij in de eerste plaats niet 
aan rentederving i maar aan huur .. voorraadruimte, etc e) o 
e) de schade aan Good...,willi welke het modehuis door ''neen verkoop'' 
lijdt, bedraagt c, 
~) de kansverdeling van de vraag v wordt gegeven door de kans-
De kansverdeling onder f) is uiter~ard een benadering van de werkelijke 
vraagverdeling, die discreet iso 
Laten wij ons beperken tot een toestandsgrootheid en wel die, welke 
aangeeft hoeveel hoedjes van bet bewuste type nog in voorraad zijno 
Uitgaande van de model-veronderstellin~ dat de vraag gelijkmatig 
• - -· "• ....... -•~-- ~~- ·•• - ·-· .... -··-· --- - ., .... -· ., ·-•-• 
over de periode 1 februari ~ 1 juli is verspreid zullen wij de volgende 
twee alternatieve mogelijkheden aan een beschouwing onderwerpen~ 
1 ) In de behoe:fte ka.n door de voorraad worden v=o_orzien (Xt ~ X
2
) o 
..... ~' - ...• , ... - .... ,*··· ►-· .... ~ ... ~ ...... -- -· -··--·--- ·- -- •· --~-· - ·• .• -~ ·- ~ ... - --~-·- .... - .• , ............ , --··••·~-- -· •· .• -- •. , ....... . 
• 
Als de vraag naar hoedjes in de periode 1 februari ~ 1 juli v 
bedraagt, dan wordt de ontwikkeling in de toestand van het systeem 
aangegeven in figo 1o3o 










1 februari 1 juli 15 juli 
figo 1 Q3 
Ontwikkeling i,n de toestan
1





-· ·- .......... . 
Indien wij de voorraadkosten voor de uitverkoop-periode ver-
waarlozen en indien wij de voorraadkosten steeds berekenen over de 
restant~voorraad, dan zijn deze kosten evenredig met het oppervlak 
van het gearceerde gebied (zie figo 1e2 + toelic~ting), dit is 
X + X _, V 
- ~ . . -· ., - ............ ~ .. 
gelijk aan 1 gekozen wordto 




. '"' .. . ' " - .. . - -
2 
• 
februari - 1 juli 
de voorraadkosten gege-
( 106) 
De inkoopkosten bedragen ~(x), terwijl de inkomsten gegeven warden 
door 
Wij kunnen derhalve aan deze rea.lisering van de ontwikkeling in de 
toestand van het systeem de volgende waardering ·(win.st} toekennen 
39 
2) In de behoefte kan niet door de voorraad warden 
,voorzien (;g. > x) 
I ••·•~•·•••-,•-~ ._, 
Als de vraag naar hoedjes in de periode 1 ~ebruari ~ 1 juli 
wederom v bedraagt, dan wordt de ontwikkeling in de toestand van het 














Ontwikkelin~ in de toestand van bet s~steem_ 
....... ,.,_,, __ ....... ..,,_ .. -~ -····---- .... , ... __ ..,. .......... - ·--·"' -~ ·-· - ..... - .... ' -·· - - - ~- -· .. --··•• ........ ·- . 
O 0 De voorraadkosten ziJn 




1S 2 o X o 
X ...... 1 X 
-
V 2 V 
- . - . 
t het oppervlak van het 
o Bijgevolg warden de 
voorraad.k.osten gegeven 
terwijl het verlies aan 
1 x2 door -2 V 
- - .... bo De inkoopkosten bedragen ~(x). 
Good-will gegeven wordt door c(v x) o Voor 
de inkomsten vinden wij 
Wij kunnen derhalve aan deze realisering van de ontwikkeling 
in de toestand van het systeem de volgende waardering (winst) toe-
kennen 
1 x2 
2 V b-. c(v 
Sa.rnenvattende~ Als de vraag naar hoedjes in de periode 1 februari 
1 juli v bedraagt dan wordt de toe te kennen waardering aan een 
realisering van de ontwikkeling in de toestand van het systeem 
gegeven door 
a V + 1 




als V < X 
{1o10) 
b - c(v X) I als V > Xo 
Aangezien de vraag v stochastisch is. is ook de ontwikkeling in 
de toestand van het systeem van te voren naet bekendo Het ligt voor 
de hand om aan deze stochastische ont¥1'ikkel~~g de verwachting van de 




av+ a (x - v) ~ t(x) -1 2 f(v)dv + 
00 1 2 
ax - ~(x) - - x b - c(v - x) 1 2 V ·• f(v)dvo 
X 







a 1v + 
1 x2 b - c(v -- x) 
V 
Het wiskundige optimti1n probleem luidt nu~ 
''Bepa.al het maxim11m van ( 1 e 12) '' o 
f(v)dv + 
f(v)dvo 
Met behulp van de differentiaalrekening kan men aantonen dat voor 
de gezochte waarde van x moet gelden 
x) 
dx == 0 (1o13} 
of 






Van het bovenstaand resultaat zullen wij thans een toepassing bespre-
keno Wij zullen uitgaan van de volgende gegevensg 
a) de inkoopprijs van een hoedje bedraagt dertig gulden, moaoWo 
<t>(x) = 30x, 
b) de verkoopprijs in de normale verkoop bedraagt vijftig gulden, 
m~aow«> a, 50; 
c) de verkoopprijs in de uitverkoop is twintig gulden, m.acWo 
• 
a 2 - 20, 
d) de voorraadkosten bedragen vijf gulden per seizoen per hoedje, 
dus b = 5; 
e) de kansverdeling van de vraag wordt gegeven door de gamrr1a-
verdeling 
(de verwachte vraag is dus 100 hoedjes); 
f) het verlies c aan Good-will voor ieder hoedje te weinig in 
voorraad, wordt achtereenvolgens getaxeerd op 0 9 5, 10, 15, 
20 1 25 en 30 guldeno 
De relatie (1014) wordt voor deze toepassing gegeven door 
00 00 
(35 + c) 
X X 
Na enig rekenen gaat (1016) over in 
=0 02x (o,6 + 0 9 02c)xe • + (35 + c e 
' 
Indien wij deze vergelijking oplossen naar x, dan vinden wij bet reeds 
op po31 vermelde resultaat~ 
• 
0 0 2o Lineaire 




Tabel 1 oI 
Invloed van verlies aan Good=will 
.~.£ =optimale bestelCl~rootte . 




















In deze paragraaf zullen wij ons bezig houden met een-staps 
beslissingsproblemen~ die opgelost kunnen warden met behulp van 
een wiskundige tec:hniek, de CLf ~.ea~,Z:~. :ero.5ra1nrne:rinao 
Alvorens deze techniek toe te lichten zullen wij eerst een 







De Buizerdfabrieken NoVo beschik.ken over vier bedrijfmachines; 
de MoGo 11, de Zodax, de Bim X en de Velox mixo Met behulp van deze 
machines kunnen drie verschillende producten worden gemaakto De 
producten zijn de Buizerd super, de Buizerd ideaal en de Buizerd de 
lwceo 
43 
Voor de productie van 
Buizerd super wordt gebruik gemaakt van MoGa 11 en Zodax 
Bui£erd ideaal 1/i 
Buizerd de luxe v, 
UV 
99 
Zodax en Velox m 
9Y MaGo 11j Bim X en Velox mo 
In tabel 2 o I wordt aangegeven hoeveel eenheden van een bepaald pro-
duct de machines maximaal kunnen verwerken,als zij gedurende een 
maand alleen voor de vervaardiging van dat product zijn ingeschakeldo 
0 Buizerd Super 4000 
Buizerd Ideaal 
Buizerd de Luxe 2000 
Tabel 2oI 











Voor de eenvoud zullen wij aannemen dat bij het omschakelen van 
productie geen capaciteit verloren gaato 
In tabel 2oII vindt men voor ieder product de minimale en de 
maximale vraag per maand, berekend op grand van contractuele ver-
plichtingen en marktonderzoekingeno Benevens is voor ieder product 
aangegeven hoeveel de winst per eenheid bedraagto 
Buizerd Super 
Buizerd Ideaal 
Buizerd de Luxe 
Tabel 2oII 
- ,, ..... ------•···•-·- ~ ..... .,, .. ._ .. __ - .. 
Productie~eisen en winsten 
















Gevraagd wordt nu vast te stellen hoeveel eenheden van ieder 
product maandelijks moeten worden vervaardigd o:pdat de totale winst 
maximaa.l iso 
Wij zullen thans proberen dit productie-probleem te vertalen in 
0 0 0 
een wiskundig opt11n11rn probleema 
Stel de te k{ezen productie grootten gelijk aan Xo (i = 1 9 2, 3)o 1 
De totale winst wordt dan gegeven door (zie tabel 2oII) 
(2o1) 
In de keuze van de beslissing xis men echter niet geheel vrijo 
In de eerste plaats meet men er voor zorgen dat de totale productie-
capaciteit niet wordt overschredeno Indien men 
Super maak.t dan 
·x 
1 
van MoGo 110 
Evenzo vindt men voor x3 eenheden Buizerd de Luxe dat MoGo 11 voor 
is bezeto Uiteraard moet voor MaGe 11 geldeng 
x1 
'4000 + - .. -· - .... < 1 0 (2o2) 
Op analoge wijze vinden wij voor de overige productie-capaciteiten~ 




< 1 2500 -
-. _,. ., .. ~ - ·- < 1 
+ 
x3 
2000 < 1 
(Zodax) {2a3) 
( B:i 01 X) 
i 
(Velox mix) o (2o5) 
Verder volgen uit de productie-eisen ven11eld in tabel 2oII de volgende 
ongelijkhedeng 
1500 < x, < 2200 
1750 {2o7) 
500 15000 
Het hier boven geschetste ~~n~stapsbeslissingsprobleem kan dus ver-
taald worden in bet volgende wiskundige optim.urn proble.em: 
Be:paal het maximurn van (2o 1) onder de bijvoorwaarden (2o2) t/m 
(208)0 
Het tweede Erobleem 
- .. .. - .,. .. .. .. -· -"' -· -..... - -· ·-·- - •· ··- -• 
De ij zergiet"""" en walserij w'de Eendracht v, heeft voor de komende 
maanden de behoefte van de walserij aan blokken staal als volgt 
gespecificeerdg 
Tabel 2oIII 
. -· ··- ... ·- - -- - -~. - - . ... . -
Behoefte aan blokken staal 




























De in tabel 2oIII beschreven aa.ntallen blokken dienen op de eerste 
dag van de desbetreffende maand aanwezig te zijn en zullen derhalve 
C, 
1.n de voorafga.ande maanden moeten worden gegotena 
Q Verder is gegeven dat 
a) bet f 100,~ kost om de maand-productie aan het begin van de 
maand met ~en blok te verhogen 9 
b) het f 4o,~ kost om de maand~productie 
maand met een blok te verlagen, 
0 
aan het begin van de 
c) ! 25,~ schade wordt geleden wanneer een blok ~~n maand 
onnodig in voorraad is, 
d) de voorraad op 1 februari 1965 2000 blokken groat zal zijn, 
e) de giet~productie in januari 1965 2500 blokken bedraagt; 
f) de maximale voorraad-capaciteit 8000 blokken iso 
Hoeveel blokken moeten er in de maanden februari 1965 t/m januari 1966 
worden gegoten, opdat aan alle behoeften kan worden voldaan en tevens 




Laten wij de productie voor de maanden februari 1965 t/m januari 
vaststellen op Xo (i = 1, 2j ooo~ 12) en laten wij de behaeften 
l. 
de maand.en maart 1965 t/m februari 1966 aangeven met do 
l. 
19 2, oooi 12)a 
Uit tabel 2oIII volgen nu de ongeiijkheden~ 
" l. 
2000 + X o > 
J 
" 1 
( i .. 
j=1 
Uit punt f) volgen de ongelijkhedeng 
" " 1 1 
2000 + Xo d·o < 8000 (i - 1 i 2, 12)o (2o10) _, - 0 0 0 t 
J J ':=::t j 701 j=1 
Voor de totale voorraad~kosten vinden wij 
12 0 1 
25 (2000 + 
j=1 
X" CIIO 
J 0 1 J 'i.l C i#feJ 
(2o11) 
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Om de kosten te kunnen bepalen welke verband houden met verande-
ringen in de productie voeren wij de nieuwe va,riabelen x~ 
1 (i = 1. 2, ooot 12) ini die gedefinieerd warden door~ 
Xo ar::i Xo 1 als X" > X,, 1 1 1~1 1 J.-~ 
Xo 
1 
o, als Xo < Xo 1 l. 1--
en 
xi.,c 1 IX) X o I) als Xo < Xo 1 l. 1 J.c:ao 
.x 0 
]. 
Oi als Xo > Xo l t 1 1.~ 
(productie januari 1965) c•• 25000 






Zeals men eenvoudig kan nagaan worden de kosten die voortvloeien • 
0 0 0 
u1t productie~veranderingen gegeven door 
12 * 
(100xo + 
0 1 l. 1= 
Wij zullen nu in (2a9) t/m (2a11) de variabelen Xo 
J 
vervangen door de 
~ 
nieuwe beslissingsvariabelen x" 
J 
Eenvoudig kan worden aangetoond 
0 
#, 
X = X + j 0 k=1 
X _, 
k 




1 1 ~ -~•)(· 
QC;J -





(i--k+1)( * ,M,,Mo) 0 
(2o16) 






2000 + " ix + 
i 





.. ix + 0 
k=1 
" 1 
* ~ (i-k+1){ - ) ~ 
k=1 
Aangezien Xo > 0 volgt uit (2o15) 
i 


















































{2a21) ender de 
bijvoorwaa.rden (2o 17) i (2o 18) s (2o 19) en .. 
' 
. ' 
> 0 ( i = 1 i 2 t O O O , 1 2 ) 0 tt (2o22) 
" ' 
' 
~ .. ~ ~ - ... ~ ... -· 
Het der~e probleem 
. , - .. . -· ... - - -
Als derde voorbeeld kiezen wij het eerste voorbeeld uit hoofdstuk 1a 
Indien wij een mengsel maken van 100 kg en indien wij het aantal 
kilo 9 s rogget milocorn~ paardeboneni etco in bet mengsel aangeven 
met 
100 kg) i 
+ 0,2235x2 + 
{2o23) 
De gekozen warden 
en moeten bovendien voldoen aan de vergelijking~ 
1000 (2e24) 
Uit de tabellen 2oI en 2oII kunnen wij afleiden aan welke voor-
Deze voorwaarden luideng 
0 < X < 20 
. -.,. 1 
0 < x2 < 15 8 (2o25) 
7 0 < 
12 




Het probleem waar voor ~ij 
ge:formuleerdg minimaliseer 
en ( 2o 26) o 
ons gesteld zien kan nu als volgt warden 
(2o23) ender de bijvoorwaarden (2o24), (2025) 
50 
De hierboven gegeven voorbeelden 
zelfde wiskundig optimu1,1 probleemg 
~'Bepaal bet 1r1axini1,11n ( of minimurn) 





ao oXo < b .. 1J J •·., l. 
n 
CoXo 
j=1 J J 
leiden alle drie tot het 
van de 
Xo > 0 
J 
( j - 1 , o o o f)n) 
l.J en b o gegeven constanten zijnw' o l. 
Meetk1.1ndig stelt de relatie 
2 
a. oX O II b • 








a~ oXQ = b~ 
l.J J 1 
correspondeert met een plat vlak in een drie-dimensionale beslissings-
ruimteo De generalisatie van lijn en plat vlak voor hogere dimen~ 
sionale beslissingsruimten heet hypervlak en wordt gegeven door 
n 
j=1 
ao oX C 
J.J J = bo a l. 






1 dl'd' k . angs een a,nt va,n de rechte 
2 
a• oX o Cl b • 0 1J J J. (2o33) 
0 Q 0 De ongel1Jkhe1d 
2 
j=1 
a O oX O < b o 
1J J l. {2c34) 
geeft de vereniging aan van bet hierboven genoemde gebied met de 
punten van zijn begrenzing, de lijn (2033)0 Deze vereniging noemt 
men een halfv1ako 
., . , ' ' -~ ...... ,..,, .. 
De meetk1.1ndige plaats van de punten, die voldoen a.e,n de 
ongelijkheid 
j•1 
a., oXo < b. 
l.J J l. (2o35) 
is een gebied in de drie dimensionale beslissingsruimte, dat ligt 
~~ ak langs een kant van bet platte vl 
3 
j=1 
&o oX o a b • 0 
1J J l. 
De onge1ijk.heid 
8.o oXo < bo 
l.J J l. 
geeft de vereniging aan van bet zojuist genoemde gebied 
punten van zi'jnbegrenzing 1 . het platte vlak {2o36) o Deze 










80 oXo < bo 
. l.J J l. 
is een gebied in de ngmdimensionale beslissingsruimte& dat ligt 






8 o oX u !II! b o O 
1J J l. 
80 oXo < bo l.J J • . 1 
geeft de vereniging aan van het 
punten van zijn begrenzing~ het 
" ~ Q 
zoJUJ.st genoemde gebied met de 
hypervlak (2o39)o Ook deze ver 
Cl 8 • 
eniging noemt men een half'ruimtea 
{2o39) 
(2o40) 
Het behoeft geen betoog dat aan ongelijkheden van het type 
n 
a <2 oX O > b I> 
j=1 1J J ··•· l. 
ook halfruimten in X kttnnen warden toegevoegda 
De gelijk 0 • en ongelijkheden ( 2 a 28) geven teza111en in de 
van de toegelaten beslissingen 
&&no 
In fig o 1 o 5 en fig o 1 o 6 is voor n • 2 1 r = O 9 s 0 " ~ en t = 2 
(zie {2o28)) een 
In figa 1a7 is voor het geval n = 2t r 11 s • 1 en t 
een getekenda 
In figo 1 08 is tenslotte een poging gedaa.n om in een drie 
(> 0 d1mens1onale aan te 
laatste figuur zijn slechts twee van de sarnenstellende 
a1smede hun snijlijn getekendo 
geveno In de 
zijv1a,kken 
In de figuren ~o5t 106 en ~o7 is voor iedere onge1ijkheid 
afzonderlijk aangeduid in welk halfvlak van de beslissingsruimte de 
toegelaten beslissingen liggeno Met behulp van deze aanwijzingen 
Q 
1S te construereno 2 
In figo 1 o 7 ziet nien dat tengevolge van de gelijkheid 8.o oXo• l.J J 
,IP, b b 1 twee 11Jaar een edraagt o 
j=1 
In het algemeen zal I als r ?.. ~ • venwege de r gelijkheden in ( 2 o 28) de 
















JQ-1 ..,.,, u 
> 0 
i. 























Een voorbeeld van een 
• 
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a 1 oX o J J 
a "II oX o 
uJ J 







a. 1 oXo = 
__,. 
i J J ~ 2 ~ \<-.., 
_.,..-(I,\\ 
~\ \ \ -
" j-1 ,,,.. \ \ 
' 
- \ \ \ ......-r, \ 
- ~ \ \ 
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. ' l 2 ,I .J......J_ I 
., I 
J l..J... r a3 uXc > J J -j=1 • 0 
... x, 
'.J..J..... )> 0 
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- x· 2 .. 
' x1 ..... 
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/ / j=1 
a2 oX 0 < b2 J J -
Een voorbeeld van een drie-di1nensionaal ebied X( s ) 
55 
lijnen~ die e1kaar snijden in 
en fig o 1 o 6 ) o 
In een drieJ 11dimensionale beslissingsruimte X bestaan de begren .. 
Er zijn paren van 
deze vlak~en~ die elkaar snijden volgens ribben zijn 
drietallen van deze vlakken die elkander snijden in een hoekpunt 
komen dan ook minstens drie ribben 
tezan~no In figo ~08 komen in e~n van de hoekpunten vier ribben 
te1,.an1en 9 terwijl in de overige hoekp1.1nten men slecbts drie ribben 
aantrefto 
0 0 ~ 0 0 O In een v1erQmd1mens1onale bes11ss1ngsru1mte X bestaa.n de 
hypervJakken van het type 
• 
a .. ,..Xo = bo 
l.J J 1 
Xo = 0 o 
J 
Er zijn paren van deze hypervlakken die e1kander snijden volgens 
platte (rand~)vl_akkeno Er bestaan een paren die slechts een ribbe 
' 
of een hoekprmt gemeen hebbeno Er zijn drietallen hypervlakk.en 
(2o42) die elkaar snijden volgens een ribbeo Misschien zijn er ook 
drietallen die elkander snijden volgens een plat vla.ko Er zijn in 
slechts een 
ge11if!en hebben a Er zijn viertallen hypervlakken die elkander snijden 
• in een 
teze.1nenQ Deze aantallen kan men eenvoudig verifieren als 1t•en 
bedenkt dat 
a) iedere combinatie van drie van de vier in het betreffende 
boekpunt sa.menkomende hypervlakken een _ = 4 , 
b) iedere combinatie van twee van de vier in het betreffende 
hoekpunt sa.1r1enkomende hypervla.kken een plat vlak oplevert 
4 
= 6 0 2 
56 
In bet al~emeen~ In een n-dimensionale beslissingsruimte X bestaan 
de begrenzingen van het uit hypervlakken van het type 
n 
a .. vXo = bQ 
j=1 1J J l. 
Xo = Q Cl 
J 
Er zijn pa.ren van deze hypervla.kken die elkaar snijden volgens 
een (n-2)Qll,dimensionale (rand-)ruimteo Er zijn k•-tallen van deze 
hypervlakken, die elkander snijden volgens (n k)~dimensionale 
(rand-)ruimteno Wellicht zijn er k-tallen die elkaar snijden 
volgens een hogere dimensionale (rand-)ruimteo Er bestaan echter 
een k~tallen die slechts puhten uit een lagere dimensionale 
(rand-)ruimte gemeen hebbeno Dit betekent dat 
a) door een - __ minstens n hypervla.kken gaan (k • n) ; 
b) bij elke combinatie van (n~1) va.n n ,, ... slechts door een hoek-
punt gaande ~ hypervlakken een ribbe behoort, de snijlijn van 
deze hypervlakken (k = n=1)o Bijgevolg komen minstens n ribben 
in een hoekpunt teze.1nen o 
Indien een randpunt van 
hypervlakken van het type 
n 
j=1 
Xo = 0 
J 
ligt in de doorsnede van k 
(2o43) 
dan behoort dat punt tot een (n-k) of hoger dimensionale (rand-)-
ruimteo Men merke op dat een 
randruimte iso Een niet-hoekpunt op een ribbe ligt in een 
een-dimensionale randruimteo Men treft op de rand van 
a1lerlei randruimten aan van verschillende dimensies (zie figo 108, 
hoekpunt, ribbe en plat randvlak)o 
• 
57 
In bet hiernavolgende zullen wij een aantal uitspraken doen 0 
met opzet over 
wij geen wiskundige bewijzen zul.len geven 0 
Wij volstaan met het plausibe1 maken van deze 
Overeenkomstige stellingen kunnen worden bewezen 0 
Wij komen nu tot de eerste uitspraak~ 




De begrenzingen gegeven door (2o28) • bestaan uit 
hypervlakken van het type 
n 
j=1 
a .. oXo Cb., 
1J J 1 
Xo - 0 
J 
i-1 tao o 1 r+s+t 
Door ieder hoekpunt van 0 1nJ,nstens n van deze hypervlakkeno 
• Q 0 In ieder hoekpu..nt komen 1r11,nstens n ribben teza.111eno 
Indien x O en xi' twee beslissingspunten zijn in de beslissings-
ruimte X, dan kan door een geschikte keuze van A ( 0 ~ A ~ 1) ieder 




Voor het punt xff vinden wij A - Oi terwijl voor x 9' geldtg A 1o 
Wij zullen nu aa.n,tonen dat (2o44) een rechte lijn voorstelto 
De uitdrukking (2a44) impliceert dat voor de coordinaten X 0 J 
van x geldt~ 
x~ = (1~l)x! + AX~ 
J J J • 
. De afstand d(x,x 0 ) tussen x en xff wordt gegeven door 
n 
j=1 J J 
n 2 2 A { x '' alx ~ ) = 
1 J 
A d( x 1 ,x'') o 
j=1 
Bijgevolg is A evenredig met de afstand (x,x~)o 
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eliminatie van A uit (2o45) 
x o _xw' 
2 2 
, " I o , .,-
0 (2a46) 
Zoals men eenvoudig Ban nagaan stelt (2o46) een lijn voor in een 
twee-dimensions.le beslissingsru:i.mte o Evenzo kan men voor n ~ 2 
door eliminatie ve,n A de volgende relaties verkrijgen8 
ij -x'' 
k ( k=2 , o o o tn) o 
X iJ QllgX 99 
, 1 
Deze (naic1) relaties zijn onafhankelijko Alle overige relaties 
9 '' 
-
..... ,, .. -~· (k P j ; 1) , (2o48) 
die eveneens door e.li1ninatie van A uit (2o45) volgen, kunnen ook via. 
(2o47) warden afgeleido Er zijn dus slechts (n-1) onafbankelijke 
relatieso Indien wij (2o47) herleiden tot 
-
- x' 1 X" ,, 
IJ X 
1 1 
'" .. t •· ' ., • • 0 
en indien wij ons realiseren dat zowel 
...• ,~,.,-., als 
'V' o x'' dtl.1- 1 
o _ Xe 
1 
o X lli ~ k 
,, , .... .- .. 
X g ca.Xt9 
1 1 
constanten zijn, dan kunnen wij eenvoudig inzien dat de relaties 
(2o47) corresponderen met (n-1) hypervlakkeno De punten (2o44) zijn 
dus die p1.1nten in X welke tot elk van de hypervlakken behoreno Zij 
vormen derhalve de snijlijn van deze hypervlakkeno (n-1) onafhan-
kelijke hypervlakken snijden elkaar volgens een rechte lijno 
( Ga na voor n • 3 i , bedenk dat voor n • 3 een hypervlak = plat vlaki) o 
Bijgevolg liggen de punten (2a44) op een rechte lijno 
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La.ten wij nu veronderstellen dat zowe1 x u als x'' voldoen aa.n 
(0 <A< 1) 
aa 'Ii 
0 
vermeni.g digen da.n geldt voor x'' 
n 
· 00 S.c oXo SQ 
0 l.J J , J 
Evenzo geldt voor x 0 
( '!I '-) u t • I\ 
n 






A tV a(> o X o 
l.J J 

















Als overeenkomstige ge1ijk en ongelijkheden worden opgeteld dan 
vinden wij met behulp·van (2a44) 
n n n = 
&c c x'! + - ao oX c < Ab<> + (1-A)bc = bo l.J 1 1J l.J J .. l. l. 1 j=1 0 1 j=1 J > 
!Bl (2o52) 
Met andere woorden het punt x, gegeven door (2044) 1 voldoet aan 
(2o28)o 
Onze tweede uitspraak luidt derha1vei 
Uits raak noo 2 
Al t b 1 " 0 t x \I en x'' .s wee es. issingspu,n en behoren tot het gebied 
• l.O 
Een gebied met deze eigenschap noemt men convexa 
Onderwerpen wij nu de kri teriurnf11nctie 
n 
CoXc 




aan een nadere beschouwingo Uit (2o27) volgt dat voor n = 2 de 
in X liggeno 
In figo 1 o9 zijn voor verschillende kriteriumwa.a.rden zulke 
lijnen getekendo Men merke op dat deze ~ekriteri1JJt1-lijneni~ even_, 
til(I 'ii iiO 
W1Jd1g Z1Jno 
Voor n = 3 geldt dat de punten met gelijke krite:riumwaarde in 
een plat v,lak liggeno In fig 1o10 zijn voor verschillende krite--
riumwaarden zulke platte vlakken getekendo Ook nu zien wij dat deze 
platte vlakken evenwijdig zijna 
In het a.lge1nene geval liggen de beslissingspunten met gelijke 
Q O '° kriteriumwaarden in een hypervlako Steeds zal gelden dat de 
ervlakken evenwijdig zijna 
Stel dat x 0 en x'' twee beslissingspunten in X zijno De lijn 
waarop deze punten liggen wordt gegeven door 
De paranieter A 1r1a.g nu elite waarde aannemen (- m < 
la 
Afgezien van het teken is A evenredig met de afstand d(x~ x 0 )o 
Het teken geeft de orientering aan met betrekking tot de richting 
(xt1, x'') c De waarden van de kriterj111nfunctie in de p11nten van de 
lijn (2055) worden gegeven door 
n 
y - C .. X. C .. ( 1 A)x~ - ~ J J J· J j=1 j=1 










C ., ( x'! ca X ~ ) < Q 
J J J 
C o ( X '! - X ~ ) ::, 0 
J J J 
C o ( X '! ~ X ! ) > 0 o 
J J J 
n n 
, 
+ Axv! - 0 + A - C oX o J j=1 J J jz; 1 
( ,, 0 ) Co Xo '3C :Xo O 
J J J 
{2a57) 
y'' 0 
li 0 nen vanar:i,;(beslissin 
waarde + norrnaal 
-.:OIi :a: . 




























.... ,, . 
-~ 
• 
van (beslissin s~ 
waarde + norr,,aal 









Y O < y'' < y'' (} 0 0 0 
norrna,al 
y'' < 0 









b) blijft de kriteriumwaarde cons·tantlll wa.nneer A veranderta 
omda.t (2a55) ligt in een ''kriteriun1,-,hy-pervlak~v u In geva.1 c) 
neemt de kri teriumfunctie toe a.ls .;\ afneemt c, 
Ala x O en x'' niet in hetzelfde kri teriurn--hypervlak liggen, dan 
hebben alle kriter.i\11n,-.hypervlakken een snijpunt met de rechte (2a55)o 
"' De kriteriumwa.arde van het nulpunt is uiteraa.rd gelijk aa.n die welke 
behoort bij het betreffende kri terium~-hypervlak v Aangezien de kri te,-
ri'l11r1-.~ - ervlakken evenwijdig zijn en de kri teri umfunctie langs ( 2 a 55) 
betzij monotoon toe- hetz.ij monotoon afneemt, moeten ook de kri teri1,1Ja· ,. 
hypervlakken gerangschikt zijn naar opklin1n1ende waarde van de k.ri te= 
• . 0 .- U 
r11.11r1 ct1.e o De kortste afstand van een besliss1ngspunt tot een 
• • ~ iJ " kr1ter1u1n~hypervlak gaa.t langs de loodliJn vanu1t dat punt op het 
hypervlako 
Nu is het ook duidelijk dat bij gelijke verplaatsingen vanuit 
een beslissingspunt de :richt.ing loodrecht op het kri teriu.1o=hypervlak 
l.,l IJ de grootste toe-- en af:oa1r1e geerit o De r1ch·t1.ng van de grootste 
toena1ne van de kri teri 111n 0 ctie 
maal staat dus loodrecht op het 
Uits ...... raak llOo 3 
"· I , / I«>• 1 " •"•• ~: 
zullen wij normaal noemeno 
kriterium-hypervlako 
De nor= 
De meetkundige plaats va.n de beslissingspttnten met een gelijke 
kriteriumwa.arde G Yo is het hypervlak 
n 
j=1 
c .. xQ =yo 
J J 0 (2o58) 
De kri terititn-hypervlakken zijn evenwijdig en zijn bovendien geordend 
naar de opklixurciende waarden van de kri teriurnfunctie o Vanui t ieder 
beslissingspunt is de toename van de kri teri u1n ctie het grootst in 
de richting van de norms.al op het kri teri i2111:m.hypervlak 0 
Indien men op een meetkundige wijze de 
optirna]e besliasing bepalen door het kr,iterium~hypervlak (2
0
58) 
evenwijdig a.an zich zelf te verschui ven in de ''rich ting van de nortna,aJ. 
en wel tot het moment waarop dit vlak voor het laatst nog een punt 
gemeen heert (zie figo 1a11 en 1o12)a 
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De met deze laatste stand corresponderende kriteriumwa.arde geeft 
, 
dan 
Zowel in fig a 1 o 11 als in fig o 1 o 12 bereikt de kri teri 1.1mfunctie 
• 0 Zl.Jn 
lijk dat het 1naximum van deze functie nooi t in een inwendig punt 
zoin inwendig pun~ kan het 
kriterium-hypervlak altijd nog een· ''eindje'' evenwijdig aa.n zich 
zelf worden verschoveno 
~ ••· I• • ' 
sionale randruimte 1igt ( zie blz a 56 ) maar niet in een (k-; ~ )-
dimens iona1e randruimte (boVo wel op een randvlak maar niet op 
een riboe), kan slechts dan een 11ia.ximi1m van de kri teri1Jmfunctie 
oplevereni a.ls de k••1dimensionale ra.ndruimte evenwijdig is aan 
het kri teriwn,.,hypervlak. o Wij zullen di t nu na.der toelichten o 
Daar het bewuste randpunt niet in een (k-1)~dimensionale 
randruimte ligt 1 is het een inwendig punt van de k-dimensionale 
randruimtea Als deze ra.ndruimte niet evenwijdig is aan het 
• 
kriteriuin-hypervlak'> dan bestaan er richtingen binnen de randg;) 
ruimte wa,arin vanui t het betreffende randp1.,,.1nt een verhoging van 
de kriteriumwaarde kan worden verkregeno Derhalve wordt het 
• " .. d 0 b 0 k 1r,a.x1nn1n1 n1et in 1 t randpunt erei to 
••• Ui,• • • 
Als de randruimte wel evenwijdig is aa,n het kri terit11ncm 
randruimte dezelfde kriteriumwaardeo 
Wij komen nu tot de volgende uitspraakg 
Uits raak noo 4 
Als voor 1naximum van de kri teriurnfunctie eindig 
~s, dan bereikt deze functie onder 
Bij het kri teriuma,nhypervlak da.t door een beslissingspunt x 0 
gaat behoort een half\Klruimte I waarva,n het hypervla.k. het grensvlak 
























































\ ' ) 











#'I; X tv +c X g =: vQV 





l1"f; X o +c X ij = v 11 
'--11 1 2 2 vo 
lossin 





Als een richting een hoek van 90° of meer 1naakt met de normaa.l z dan 
neemt de kri teriun1functie bij een verplaatsing in die rich ting af a 
Als het beslissingspunt x 0 
en als alle ribben vanuit x 0 in de hierbovengenoemde halfruimte 
liggen 1 dan behoort iedere lijn vanuit x 0 binnen 
- -






















Dit impliceert dat in zo 11 n situatie de kriteriuxnfunctie bij 
een 
niet maKi11ia.al is voor x 11 1 dan geldt x fl ; x9' o Volgens ui tspraak 
de verbindingslijn door xv gaat, neemt de kriteri1A2mfunctie bij 
een verplaatsing langs die lijn in de richting van x~' nie·t toe a 
Dit laatste is in strijd met de veronderstelling dat de kriteri,..1.:ro-
functie voor x = x9v zijn maximurn bereikt a Bijgevolg i ·.s de veronder-
stelling x .,,_ xiw onjuist 0 
sj, 0 • ' 'W Di t resul ta.at geeft aanleiding tot de volgende ui tspraaki 
Uits 
~ 0 Als vanuit een hoekpunt x~ een verplaatsing langs geen van 
de ribben een toenaxne van de kri teri 111nfunctie oplevert, dan 
bereikt deze ctie zijn maxi1m1.1n in x O o 
Wij zijn nu in staat een oplossingsprincipe aan te geven 
voor het lineaire :progra111caeringsprobleemo 
Q ,/)di) . " Gesta,:rt wordt in een of ander hoekpunto Mak.en alle ribben 
een hoek van 90° of meer met de normaal dan is het optimi1rr1 bereikt 
(uitspr noo 5)o Indien dit echter niet het geva1 isi dan wordt 
" " Q verder gegaan langs die r1bbe1) welke de kleinste hoek mas.kt met 
de normaalo Zodra een volgend hoekpunt wordt bereikt, wordt de 
gehele proced1Jre herhaald o 
• 
Op grond van theoretische overwegingen ka.n men met recht betogen, 
dat di t principe niet in alle gevallen tot een optirr1&le beslissing 
behoeft te leideno Wij komen hier later nog op terugo 
67 
In het hierna valgende zullen wij nog een aanta.l veronder~ 
stellingen invoereno Deze veronderste11ingen worden echter later 
teruggenomeno 
Veronderstellin noo 1 
Wij beperken ons 
het volgende typeg 
tot lineaire progra.1nrneringsproblemen van 
Bepaal bet ma.xi1rIU1n van 
onder de, bijvoorwaarden 
a.2,x, + a.22x2 
I 
' 0 






0 0 0 
0 0 Ql + 







' X > 0 n Uii ► 
Co X., 
J J 
a2nxn < b2 lliitJ► 
a X < b 
mn n ··--· m 












1) alle ongelijkheden (2o60) zijn onafhanke1ijk doWoZo geen van de 
• I 
I t 
ongelijkheden is af te leiden uit de overigen, 
2) voor alle constanten bo (i = 11 1 
Met behu:i,p van een nieuw stel 
kunnen wij de onge1ijk.heden (2o60) 




( i = 1 , o o o , m) 
a2,x, ,+ a22x2 + 
l 
' • 
0 0 ll 
0 0 0 
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+ a 1 X n n 
+ a 2 X n n 
+ X -1i 
n+11 
+ X +2 n . 
a •1 x ,, + a._"')x,.,_,,., + 0 " v m~ l J,U.c;. + X" .. b n+m m 
vooro 
X" > 0 J- ( j = 1 1 o o a , n +m) 0 
In iedere gelijkheid komt slechts een variabele X " ( i = ii & o o o 1 m) n+i 
De toegevoegde va.riabelen x ~ (i=1,aoo 1m) zullen wij aanduiden n+i 
met de naa.rn verschilva.r·iabeleno Een m-tal variabelen zullen wij 
aangeven met de naam basisvariabeleno Elke basisvariabele komt 
slechts voor in e~n vergelijking van. (2o62), terwijl omgekeerd 
iedere vergelijking slechts een basisvariabele bevato In (2a62) zijn 
" 0 de verschilva,:riabelen tevens basisvariabelen en omgekeerdo W1J 
zullen straks echter basisvariabelen ontmoeten~ die ~e~~ verschil~ 
variabelen zijn0 
Ala 
dan mogen wij in plaats van (2o59) ook schrijven 
n+m 
j=1 
Het gestelde probleem k.a,n men ook als volgt formulerenE 
Standa9:r0d~rqblee.;n ,vBepaal bet 1oa.xim111n van ( 2 o 64) onder de b ij=, 
voorwaarden ( 2 o 62) '' o 
Welke betekenis ku~nen wij nu toekennen aan de nieuwe 
coordinaten van het beslissingspunt x 0 o Wij weten dat de 
coordinaat x~ (j=1,oo.n) de afstand aangeeft van het punt x 0 tot J 
het hypervla.k 
interpreteren 
Xo = Oo Men kan nu de J 
als de afstand va,n 
n 
a., oX o 
j=1 l.J J 
n 1 
x 0 tot het hypervlak 
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ui tgedrukt in niet,::m,genormeerde lenp- '. eenheden a 
Wij weten dus dat~ ala x'. Q = Oi het punt x 0 in {2a65) ligto 
n+i 
Volgens uitspraak noo 1 gaan door 
0 








Bijgevolg zijn in een hoekpunt 1r1instens n van de coordinaten 
X 0 (j 1,ooo,n+m) gelijk aan nulo Met andere woorden hoogstens m 
J 
coordinaten x" ( j= 1 i c, o :i ,n+m) zijn posi ti.ef in een hoekpunt van 
J 
Wij komen nu tot de volgende uitspraa.k (vglo uitspraak noo 4)i 
Er bestaat een optima.le beslissing x, waarvan hoogstens m van 
de componenten ongelijk aan nul zijn® 
Men ka,n eenvoudig na.gaa.n, dat 
.Xo 
J 
X ...lL o 
DTl. 
= b 
( j = 1 ~ o (, o ,n) 
0 
l, 
( i= il ~ o o o 1 m) 
vo1doet aan (2a62)o Het beslissingspunt (2o67) is een hoekpunt en 
tevens de oorsprong van het Cartesisch coordinaten ste1sel in de 
beslissingsruimteo Indien wij nu de n-1 ~oordinaten 
0 (){) 0 
niet veranderen maar de coord1naten wel monotoon laten toenemen, 
0 Q. ' Q d,a,n zal het beslissingspunt het hoekp,int verlaten en z1ch langs de 
ribbe (coordinaten as aangegeven met ) ga.an verplaa.tseno Deze 






Opdat de gelijkheden (2o62) ' geldlg Q blijven, moet uit een 
verplaatsing over een lengte P langs de ribbe (2068) voor de 
varia.belen x +" n l. 
{ i = 1 , o o o ,m) ~, 
een a.fna1ne van de grootte a .. kP resulteren 
" l. 
Tengevol.ge van deze plaatsing neemt de kri teri1J1n functie 
toe met 
C p .-k 
m m 
• 1=1 
a., C o) ik n+1. 
Volgens het oplossingsprincipe moeten wij in de oorsprong die 
ribbe kiezen, welke de kleinste hoek maakt met de normaal0 Dit is 
de ribbe waarvoor geldt dat de toename van de kri teriu1n c·tie 
per eenheid van verplaatsing het grootst iso Als wij voor geen 




{c k &I Q I 
da,n hebben wij volgens ui tspra.ak no o 5 het 111a.ximi1m bereikt o Indien 
di t echter niet he·t geval, is• da.n vinden wij de gewenste ri bbe door 
na te gaa.n welke van de variabelen (k= 1 Do o o ~n) men volgens het. 
oplossingsprincipe van 
op de bepaling van die 
nul verschillend moet kiezeno Dit komt neer 
.. index k I waa,rvoor 
m 
a"kc +'" l . n 1 
I 
• WI " rrisxirnaa.l is o Stel dat di t laa tste bet geval is voor k = h O Wij la ten 
de variabele dus monotoon toenemeno Wij hebben zojuist vastge= 
steld 1 dat uit een toena:me p van een afname a~hP van x Q 
:i n+1 (i•1,ooo,m) moet resultereno 
b. .a. a" p l ih 
' 




groot kiezen o Ui t ( 2 a 69) vo1gt, dat dan ook het maximuin van de 
kri terit1.m functie onbegrensd groot is o Di t houdt in dat voor 
=·· co, en X., = 0 
1 
Q Q 
een oplossing is van bet gestelde probleemo 
o k i niet grater ge ozen worden dan o 
a .. h l. 
> 0 is• dan niag P 
Wanneer N de verzameling aangeeft van die indices i waarvoor 
geldt a .. h > 0~ dan wordt p gelijk gekozen aan 1 
" p -:nan 
i E. N 
b. 
l. 
.... . ' 
a .. h l. 
0 ( 2 0 73) 
Stel dat bet minimlitn bereikt wordt voor i = ro Na een ver=m 
plaatsing over een arstand van de lengte (2a73) langs de ribbe ( )z 
die de snijlijn is va,n de hypervla.kken 
Xo 0 
J 
komen wij dus terecht in een punt waarfjvoor geldt 
X 
n+r 0 0 
Met andere woorden in een punt van bet hypervlak 
n 
j=1 
a oXQ = b 
rJ J r 0 
(2o75) 
Voor een grotere verplaatsing da.n (2o73) wordt een beslissingspunt 
buiten wij aan het eind van de ribbe 
(2a74) gekomen en dus in een boekpunt van 
'12 
b~ 
Het minimu1r1 va,n · 1 voor i E N is positief (moaoW1.) o > 0 en 
b .. > O voor 1 E . " 
l, 
Uit veronderstelling noo 2 volgt 
afstand van de lengte (2o73) een 
a dat na een verplaats1ng over een 
bereikt o De kri teriumw-aa.rde voor di t hoekpunt z,al hoge·r z.ijn <ian. 
dat voor het punt va,n uitgango Door het nieuwe hoekpunt gaan in 
ieder geval de hypervlakken (2o74) en (2o76)o Of er nog meer 
· ervlakken door dit hoekpunt gaa.n hangt af van het feit of het 
b• 
quotient 1 haar m:inimwn bereikt ook voor andere indices i Ii 
.. a ih '' .. .. <I \11' ~ •. ~ ~ d dan 1 = ro Voor elk van de nu.n1.mal1serende 1nd1ces 1 v1.n en 
0 Cl 
w1J een erv.lak. door het nieuwe hoekpunt " 
~ . Veronderstellin · no 0 3 
• 
H Cl • et m.1n11r1um van voor i & N wordt slechts bereikt voor· 
.-.- .. d . een in ex 1a 
Met bet nieuwe hoekpunt 
{x 1> • O ( j P h I j r!. n) t = J 
kriteri111n f1.mctie is b 
r 
y, 0 
correspondeert de besl1ss1ng 
b 
r }o De bijbehorende waarde 
arh 
C 'Jlilll - o 
r arh 
van de 
Indien wij de coordinaten behorende bij het oude en het nieuwe 
hoekpunt vergelijken 1 dan valt het ons op dat de coordinaten en 
xn+r de rollen hebben verwisseldo In het eerste hoekpun·t was 
gelijk aa.n nul en x + pos i tief i terwij 1 in het. nieuwe boekpunt n r · . 
juist het omgekeerde het geval is a Wij zullen deze rolver1v1·isaeling 
nu ook tot uitdr,.ikking-brengen in het stelsel gelijkheden0 Dit · 
im.pliceert dat het stelsel gelijk.heden moet worden herleid "tot een 
equivalent stelsel, waarin slechts in een gelijkheid voorkomt 
en wel met een coefficient gelijk aan 11 o 
Om dit te bereiken delen wij eerst 
door 









- 0 (2o77) 
Wij zien dat in (2o77) de gewenste coefficient bezito Nu 
• 0 
moeten Wl.J er nog voor 
voorkomt o Wij k11nnen 
zorgen dat 
.. t d "de Ul. e l. 
in de overige regels niet 
re gel van ( 2 a 62) elixr.,i neren 
(2.77) te vermenigvuldigen 
te trek.keno Wij vinden dan 
met .de f aih en deze van de 1 regel a 
n 




Zo men wil 1 kan men nieuwe coefficienten 
gedefinieerd zijn door 
0 ao 0 lJ en b! J. 1.nvoeren, 
• die 
a t, -
.. C, -l.J a. o l.J 
QI a .. 
J.h 
a! == -J. n+r 
a~ = 
r n+r 
b! = b o 
1 J. 
1 




- , i;, r; i ~ m) 
( i ,' r, i ~ m) • 
( i; r, i ~ m) , 
De gelijkheden ( 2 o 77) en ( 2 o 78) gaa.n da.n over in 
n 
0 + a! X + X • b! (i # r) aooXo 
j h 1J J l. n+r n+r n+i l. 
n 
i + ao X + b' a .x. 0 




Vullen wij het stelsel (2o80) aan met de ongelijkheden 
Xo 
J (j=l 1 ooo 1 n+m) 
de,n 
Voor bet verkrijgen van een meetkundige voorstelling zou men 
nu ook een n-dimensionaal coordinatenstelsel kunnen invoeren op 
welks assen de variabelen x. 
J 
beslissing, behorende bij het nieuwe 
hoekpunt en gegeven door 
b 
{xG = 0 (j; ht j ~ n), = r} 
J arh 
beeft als nieuwe coordinaten (rogol (2o77)) 
{x .. = 0 
J 
Deze beslissing kan dus warden geidentificeerd met de oorsprong van 
bet nieuwe coordinatenstelselo 
Het gebied van de toegelaten 
9 Os ~ Q O ,.;;, Q 0 besliss1ngsru1mte is niet congruent met dat 1n de oude besl1ss1ngs~ 
ruimtea Wel is er een 1Cllll1 correspondentie "tussen hoekpunteni ribben 
0 
en randruimten 
ruimteo Dit laa.tste kan men eenvoudig inzienii wanneer men bedenkt 
warden door 
• 
Xo • 0 
J 
{j=1,ooo,m+n) 0 
De hoekp11nten~ ribben en _ voor beide 
ruimten de doorsneden van de zelfde combinaties uit (2o84)a 
(2o84) 
Bedenk dat in de nieuwe beslissingsruimte het hypervlak = o, 
gegeven wordt door 
n 
+ a 0 x = b 0 a 
r n+r n+r r 
Bijgevolg correspondeert met een verplaatsing langs een ribbe 
75 
in de nieuwe beslissingsruimte op een ondubbelzinnige wijze een 
verplaatsing langs een ribbe in de oude beslissingsruimteo 
Indien wij het oplossingsprincipe volgende~ v0or de tweede 
maal 
bepalen~ dan komt dit neer op het herhalen van de procedure voor 
het vinden van het eerste hoekpunt maar nu in de nieuwe beslissings-
ruimte en gebruik makende van (2o80)a De basisvariabelen zijn dan 
X a 
n+i en (i #: r) o 
In deze gedachtengang neemt de variabele x volledig de 
n+r 
( 2086) 
plaats in van en omgekeerdo Het uitgangshoekpunt wordt vastgelegd 
door de niet~basisvaria.belen gelijk aan nul te stellena 
Wij zullen nu deze werkwijze bij ieder hoekpunt proberen te 
herhalena Wij spreken met opzet van proberen te herhalen, omdat het 
van te voren niet zeker is of' in die hoekpunten aa.n de ge1naa.kte 
veronderstellingen wordt voldaano 
Laten wij thans veronderstelling noo 2 eens aan een nader 
onderzoek onderwerpeno Als aan deze veronderstelling niet is vo1daan, 
dan geldt Hieruit volgt dat ook het hypervlak (2a76) door het 
uitgangshoekpunt gaato Indien wij de hierboven geschetste proceduxe 
tech uitvoeren 1 dan zal een basisva.riabele worden en x + niet n r 
meero De toena.me van de kriterit11n functie is na deze verwisseling 
nihilo Nu is het theoretisch niet uitgesloten dat in de volgende 
n r 
moge1ijk dat in het hoekpunt meer ''stappen op de plaats'9 warden 
gemaak.t alvorens een voorgaande combinatie van basisvariabelen wordt 
herkregeno 
A1s aan veronderstelling noo 3 niet wordt voldaan, dan ont-
staat dezelfde moeilijkheid- rnaar nu een stap latero Wij zullen 
di t na.der toelichten o Stel da.t het minim1.1,1,. van ( 2 ~ 73) bereikt wordt 
voor meer da.n een index io Dit betekent dat door het nieuwe hoekpunt 
meer dan bet benodigde aanta.l hyperv1akken ge.ano Als teen tweede 
index is met deze minimaliserende eigenschap en a.ls wij de hierboven 
76 
beschreven procedure toch ui tvoeren, dan zal voor i ·. · t het 
" rechterlid 
van (2o78) gelijk zijn aan nulo Dit betekent dat 
gelijk is aan nuJ. o 
Mogelijkerwijs is in de volgende stap niet meer voldaan aan 
.. 
veronderstelling noo 2 met alle gevolgen van dieno 
Deze moeilijkheden kunnen dus ontstaan a.ls door een hoekpunt 
n~er hypervlakken gaan dan het benodigde aantal no Wij spreken dan 
van een onte.a.rdin o 
Dit waren ook de moeilijkheden waarop wij doelden na de invoe~ 
ring va.n het oplossingsprincipe o Een onte.arding kan men zo nodig 
opheffen door die b. waarden waarvoor geldt bo = 0 te verva.ngen 
l 1 
door zeer kleine positieve getalleno Wij zullen op dit technische 
probleem niet nader ingaano Te meer daar bij ontaa.rdingen slechts 
zelden moeilijkheden optredeno 








&o oXo a b. 
l.J J l 
a .. x. > b .. 
l.J J - l. 
' ( i• 1 t o o o ,r) t 
(i=r+s+1 1 o o o ,r+s+t) ~ 
(2088) 
Het is niet beperkend om te veronderstellen, dat voor alle con, .... 
sta.nten bi geldtg 
I1mners doordat bet rechter en het linkerlid van een rela.tie 
77 
zonder bezwaa.r met ,, .. , 1 vermenig digd mag Worden, kan men er altijd 
voor zorgen, dat de constante rechts van het gelijk- of ongelijk 
teken niet negatief is a Bedenk echter wel dat bij veririenigvul.diging 
met -1 het ongelijk teken moet worden omgekeerd, ~ wordt ~ en 
< wordt > o 
- f Aid 
-
In het algemene geval luidt het lineaire prograrr1r11erings-
probleemz ''Bepa.al het 1r,aximun1 van 
n 
j=1 
onder de bi j voorwaa.rden ( 2 o 88) '' o 
C <>X ¥ 
J J 







ao oX" l.J J 
8.<> oXo 
1J J + X • = bo n+J.' l (i r+1,ooo,r+s) , 
al X O - b. 
n+1 l 
C) 0 
waarbl.J X., > 0 
J - (j=1,oooi#n) 9 
en (i r+1,ooo~r+s+t) 0 
De constanten bo in (2o91) zijn niet-negatiefo 
l. 
Ook nu geldt da.t de hypervlakken 
n 
eveneens gekarakteriseerd warden door 
O Q 0 Indien Wl.J 
C +o n l. 
0 




( 2 091) 
( 2 092) 




dan kan bet algemene lineaire progre.mmeringsprobleem ook als volgt 





onder de bijvoorwa.arden ( 2 o 91) () 
r+s+t 
j=r+1 
Co Xo J+n J+n 
(2o95) 
Indien wij het stelsel (2o91) vergelijken met (2a62) dan valt 
ons bet volgende verschil opo In (2~91) komt niet in elke rege1 een 
variabele X +. voor met als coefficient + 1 0 
n l. 
Beschouwen wij thans het volgende probleem~ ''Bepaal het 
• 1nax1m,;1n van 
n 
y(s ;x) • 




c.+ Xo+ - M J n J n 
onder de bijvoorwaarden 
n 






= b .. 
l 
a ... x.. + x . = b .. 
• 1 lJ J n+i l. J= 
n 
j=1 
a .. x. - x . + u. = b. l.J J n+l. l l. 
x .. > 0 
J -
X • > 0 
n+i • 
u. > 0 
l • 
&ls het stelsel (2o62)G 
r 




( i= 1 , o • (!) ,r) , 
u" J 
(i=r+s+1,ooo,r+s+t) , 




geforrm.il eerde optimu,nprobleem 
- voor het~tandaard probleem 
.. is derhalve oplosbaar 
- gegeven recepto 
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Voor de beginoplossing geldtg 
Uo = b,. 
1 l.. ( i-1 " 0 0 a ,r) 
X "= b-+ ~ n l. l. { i=r+ 1 • o o o 1r+s ) {2o98) 
Indien M zeer groot is, dan zal voor de eindoplossing van dit nieuwe 
o • -- e i1nea1re programioeringsprobleem gelden~ 
Uo = 0 
1 {2o99) 
Met andere woorden een oplossing van het zojuist geformu.leerde 
optim111n probleem voldoet ook aan ( 2 o 91) o Aangezien voor ( 2 a99) de 
kriteri 111r1 i..u..cties (2a95) en (2a96) identiek zijnt za.l bij voldoend 
grate M een eindoplossing van het nieuwe probleem ook een eind-
oplossing van het algemene lineaire prograrnrneringsprobleem opleverena 
Bijgevolg hebben wij aa.ngetoond dat het algemene lineaire progra.m 
meringsprobleem herleid kan worden tot het standaard probleema Door 
bet aanbrengen van wijzigingen in de bijvoorwaa.rden en kriteriurn 
cties die in wezen van ondergeschikt belang zijn, ka.n men er 
C Q Q 
steeds voor zorgen dat aan de drie veronderste1lingen voldaan iso 
Voor het oplossen van een lineair progrru,11neringsprobleem zullen 
wij nu een rece t geven~ dat gebaseerd is op de voor het standaard 
probleem beschreven werkwijzeo Terwille van de uniformiteit zullen 
wij een paar kleine wijzigingen aanbrengen in onze notatieo 
In de eerste plaats 
0 ~ 0 Vervolgens voeren W1J in een 
en 
X ,.. 1 
0 
C = 0 o 0 





z '>, gegeven 
J 





c + ,l de c,.waarde voorstelt va.n die basisvariabele 
n l 
z. dus gegeven door 
J m 
Q 1=1 






op dat, ala x. een basisvariabele is en slechts voorkomt 
J 
in de r vergelijking (in de eerste stap j - n+r), da.n geldtg 
en dus 
a = 0 • 0 l.J 
a . = 1 
rJ 
* 
i ; r 
Z II a C - C • O J n+r J 
( 2 0 102) 
(20103) 
In een hoekpunt van geldt dat de bijbehorende niet-basis-
variabelen de waarde nul aa.nnemeno Voor een basisvariabele Q 1 die 
slechts in de 
= a. o 10 (2o 104} 
De waa.rde van de kri teri1.1m. functie in het betreffende hoekp1>~nt 




• i= 1 
Uit (2a100) en (20105) volgtg 
• 
* a .. oc +· O 1 n 1 (2o 105) 
(2o 106) 
In de oplossing van het standaard probleem bepaalden wij in 
0 • 
elk voorkomend hoekpunt eerst die ribben• welke correspondeerden 
met een toena.nie van de kri teri1im functie o O:p deze ribben wa.ren de 
niet-basisvariabelen x. uitgezeto 
J 
.A.ls de kriterit11n functie langs de ribbe xQ toeneemt, dan geldt' 
J ( v gl o ( 2 a 69 ) i) ( 2 a 1 O 1 ) en ( 2 o 1 0 3 ) ) i 
en dus 
m 




a ... c +" l.J n l. 
Zo a-. Co < Q 0 
J J 
> 0 (2o 107) 
(20108) 





a. oC .. l.J n+1. (2o 109) 
0~ 0 Q II Q 1nax11na.al is o Di t 1.s dus de r1bbe waarvoor geldtg 
Zo llll\:l C. < 0 
J J (2a110) 
en 
Z .. - C • 
J J (20111) 
-mi ni-rraal o 
Voor de basisvariabelen geldt volgens (20103) 
Zo - Co= Q O 
J J (20112) 
vinden wij volgens (20105) 
(20113) 
0 O O O <:> Indien WJ.J de variabelen na. elke stap opn1.euw nurnrneren • da.n 
ki,nnen we er altijd voor zorgen dat het stelsel bijvoorwaarden er 
als volgt komt uit te zieng 
a 11x 1 + a 12x 2 + 




0 0 0 
0 0 0 
+ a'11 X + X 11 un n n+ H 




+x =amO o n+m 
(20114) 
I1r11ners wij hebben de aanwezigheid van rni nstens m basisva,riabelen 
verondersteld en deze kunnen we in het vergelijkingenstelsel altijd 
achteraan plaatseno De in (20114) voorkomende coefficienten zijn 
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opgenomen in te.bel 2oIV, boven de kolommen schreven wij de variarm 
beleni die bij deze coeffici!nten behoreno In vergelijking met 
( 2 o 114) is de volgorde van de koloxtunen iets gewij zigd, boven de 
het symbool 
behalve de c-waarden de gegevens van het probleemo 






















., " ,., .. .. ~' •• 'It'' '"' ., 
Oors ronkeli 0 ke coefficienten 
Xo 
J 
a " " 1 
X 
n 
Deze tabel breiden wij nu ui t met twee kolomxnen o Links van de 
kolom met 
waa,:rin van boven 
opgeno1nen worden ( vgl ~ ta.bel 2 e V) o Links daarvan komt nog een kolom 
met het hoofd c, waarin de c-waarden van de basisvariabelen warden 
ingevuld (zie tabel 2oV)o 
de onderkant van tabel 2oV wordt een rij toegevoegdi 
waarin de geta.llen z <)-co kornen 
J J 
producten der elementen uit de 
0 te staa.n; Zo is de som van de 
J 
C-kolom en de xo~kolomo Aangezien 
J 
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kri teri1 .. t1n functie behorende bij het desbetreffende hoekpunt o 
Op grond van (2a112) moet in de kolon1men van de basisvariabelen de 
waarde nul voorkomeno 
C B 
C +... X +" a_. 0 n i n 1. i 0 
c x amo n+m n+m 
0 
' 
z .. -c 0 0 
J J 
O O 0 
0 0 0 0 
0 0 0 1 
e o o 0 
0 0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 







Tabel 2a V 
-,. '\i>'· • .,. 1.' II • •" .--,,, 
X 1 0 0 0 
0 0 0 
0 C 0 
0 0 0 
z 1-c 1 coo 
x ... 
J 
a" " l. 
a o 
z Q --c 0 
J J 
Eerste sta-g de triviale o-lossin 
o o a 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
X 
n 
a .. in 
Uit tabel 2oV kunnen wij direct de triviale oplossing aflezen, 
de basisvariabelen in de B-kolom bezitten de waarden die in de x0-
kolom staan, de niet basisvariabelen zijn gelijk aan nulo 
Ui tga.ande va.n deze tabel k11nnen wij de tabel construeren beho-
rende bij de tweede stapo Dit ga.a.t als volgtg 
1) Bepa.al h de waarde van j waarvoor Zo-Co minimaal is (vglo Po70); 
Q J J ooo aio 
zoek vervolgens het kle1nste van de quotienten 
aik 
Stel dat dit quotient mini1na,al is voor i = r 
(vglo Pe71); 
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2) Vervang in de C- en B-kolom cn+r en xn+r door ch resp (.) 
regel door ah r 3) ( vgl () 
Po72), 
4) Verminder 
n1et de producten die staan aangegeven in de tabel 9 moa. 0 w 0 a " 
a O r 
verminder a~~ met lJ 
(j•0,1,oo,n) (vglo rh r Po73); 
5) La.at alle overige hokj es in de B~·: en C-kolom ( aangegeven met 
ongewijzigd)o 
C B 
• I • 
, I I I i i I l I I • t I j I 
j l I I I • I I I 
I I I t I I I I ' I t t j 
I j I I I prod ' I I I I • t I ·------- -I 
' 
i I I I l I I I ( I ' / I I 
i I I l I l I / l I I I 
. I I l I I I I t I I I / 
I I I • 
' I I • ' f I I / I I I I I I 
' l I ~ I I I / I I 1 I I I j I 
I ' / • ' ! ♦ i l j l I 
I 
z .. -c 0 
J J ,, ~, - - - - - prod 
Tabel 2o VI 
• I I f 
, I I I 
, I I 
Op de zelfde wijze, waarop wij uit tabel 2aV de triviale op= 
lessing konden aflezen, kunnen wij de nieuwe oplossing (hoekpunt) 
bepalen ui t tabel 2 (!) VI a De variabelen in de B-,kolom bezi tten i,n de 
x0=kolom staande waarden 1 de andere x-en zijn gelijk aan nu.lo De 
nader toelichteno 
Indien wij de variabelen en constanten behorende bij de tweede 





a~ oC +o + l.J n i 
a. " l.J 
Z .. - Co 
J J 
0 a oCh 
rJ 
m 
C • + 
n+i 
• ,. '. I"• 




De re1atie (2a115) geeft nu de rechtvaardiging voor de wijze 
van bepalen van de -...... tabel 
J J 
Aangezien wij op deze wijze steeds een tabel krijgen van de 
~el.fde structuur al.s 2 o V kunnen wij de beschreven procedtire steeds 
herhalen totdat al1e getallen z .. - c o ( j 1 i o o o ,n+m) niet-negatief 
J J 
dat moment kan de optimale oplossing met behulp va.n de • 0 Zl.Jn(,) 
en x0-kolom worden afgelezena 
De hierboven geschetste werkwijze wordt in de literatu1J.r aan,t 
gegeven met de naam •esim lex methode'' a 
Tenslotte zul1en wij een voorbeeld van een lineair 
ringsprobleem uitwerken 1 waarbij bijna alle voorwaarden zijn 
gegeven in een vorm, die niet geschikt is voor het direct toepassen 
van de simplex methodeo 
0 
Bij de behandeling van dit voorbeeld zullen we steeds gebruik 
iuaken van al emeen toe asbare methoden, doWoZa methoden, met behulp 
waarvan we elk. lineair progra.1,1rneringsprobleem in de voor de simplex 
86 
methode vereiste vorm kunnen brengeno Tevens 
r.l O Q 
zullen we h1erb1J 
0 kennis nJB,ken met een geval van ontaardingo 
~ l .. tJJaxirrlB 1.seer 
onder de bijvoorwaardeni 




















{ 2 0 117) 
{2o1~8) 
(20119) 
( 2 0 1122) 
( 2 0 120) 
( 2 0 .121) • 
In vergelijking het rechterlid ne atief 0 door het 
.. , . . , . ... • • " •~' • " ., 
linker~ en het rechterlid met -1 te vermenig d~gen gaat (2a117) 
• over 1ng 
Vern~nigvuldigen we bet linker- en bet rechterlid van (2o1~8) even~ 
eens met -1 dan gaat (20118) over ins 
en deze ongelijkheid gaat na het invoeren van een nieuwe• niet 
= 4 Q 
Voorwe.a:r·de (2o 119) is gelijkwaardig 1netg 
6 ( 2 0 126) 
deze ongelijkheid over in& 
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" ·,4x + x + 2x + 1 2 3 ( 2 0 127) 
Voorwaarde (20120) kunnen we omvormen tot de vergelijkingi 
met 0 0 ( 2 0 128) 
Voorwaarde (20121) verandert na het invoeren van een niet negatieve 
De oorspronkelijke opgave kunnen 
-4x + 1 
In (2 o 130) 
( 2 0 129) 
we nu als volgt formuleren~ · 
1;111'1 X 5 
ender de bijvoorwaa.rdeng 
= +10 
= + 4 
= + 6 
= + 2 
( 2 0 130) 
variabeleno Op soortgelijke wijze als eerder in deze paragraaf 
voeren wij in de vergelijkingen (2a123) 1 (20125) en (20128) nu de 
zogenaamde u-variabelen ino 
me 
wij op in y(s,x) 
coefficient -M, waarbij M een zeer groat positief getal iso 
Het probleem luidt derhalveg maximaliseer 
... 
y (s;x) (20131) 
onder de voorwaa.rden g 
-. x 1 + 2x2 + 
- 3x2 + 
-4x + 1 
X. > 0 
J -









+ u - 2 (20132) 3 
- 4 
Hieronder volgen de tabellen 1 die behoren bij de achtereen= 
volgende stappen om de optimale oplossing te bereikeno 
C B 
10 1 0 0 0 0 -1 2 3 . . 1 0 0 
0 , 0 0 0 0 -3 5 0 
0 0 0 1 0 0 -4 1 2 0 0 0 
2 0 0 0 1 0 1 1 0 0 
0 4 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 
z ~-c .. 
J J M M M 
Tabel 2oVII 
De triviale o lossin 
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C B 
1 _,Q,6 0 0 0 ,.. 1 3,8 0 -Ellt.:"-
0 
• 
0 0 0 o -o.6 0 -Oi2 0 
• 
0 1 0 o '-4 
0 0 0 0 1 1 0 0 0 
0 0 -.Qi2 0 0 1 0 0 , 0,2 0 
z o Qlllc o 
J J 0 0 0 0 0 M 
Tabel 2oVIII 
Eerste verbeterde o lossin 
Bij tabel 2oVIII stuiten we op een ontaarding omdatt 
6 44 2 32 ¥ • 0 
= = - - = 2o We kunnen dus niet ondubbelzinn1g een rij 3 1 2 t 2 1 1 ~ ai 0 
aanwij zen waarvoor O) mini1naal is o In de praktijk 
ai~ 
kiest men 











Z o-C o 
J J 
•" 
,, 1: , I • ' • I ,, . •• 0 0 0 ocO , 26 3 
0,105 0 0 0 ~0.158 O 
0 0 0 
Tabel 2oIX 
" • • • f• • • ~- .. ' ••~ 0 • .. ~ • ~•• S ••,< 
.,,, E ~262M 
-2i631 0 0 
C Tweede verbeterde o~lossin 
0, 158 O 
.. Q I 15 8 -Q t 1 Q 5. Q 
-0 9 631 +O 1)579 












0 0 1 0 .-0 , 20 8 0 s 1 2 5 =0 t 20 8 
0 0 0 1 -0 i 12 5 =0 ~ 12 5 =0 ii 1 2 5 
a o o o 
·1 0 0 0 1,333 0 0.333 
Ta.bel 2oX 
Derde 
"' ., . ,. . . ·. - ., ...... . a 
Het is gemakkelijk in te zien dat in de laatste vakjes van de kolommen 
daa,rom geen zin deze kolornmen in de tabellen te hand.haven o Het een en 
ander houdt Ooao in dat we in tabel 2aX een toegelaten op,lossing bij 
het oorspronkelijke probleem hebben 
C B X7 
3 2 0 0 0 0 -0 ,208 
2 0 0 0 0 1 
0 0 1 0 0 0 0 
2 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 1i333 0 
0 0 0 0 0 0,25 =2 084 'i) 
Ta.bel 2oXI 
•• ,,,, - .,.,, '<i' ., ,., • '!Ir'· •• , 
Vierde verbeterde o lossin~ 
C B 
2 0 
•• •• ~; • • Ix• •• ' 1 2•• •• 0 
0 0 1 
2 0 0 






























Omdat alle getallen 
optimale oplossing 
• z.-c. niet 
J J 
negatief zijn, hebben wij hiermee de 
gevonden: 
(20133) 
De optimale waarde aan 4o 
' 
Het is niet steeds nodig om de simplex methode toe te passen 
wanneer men een lineair programneringsprobleem moet oplosseno Een 
, , 
eenvoudige methode 1 die men in bepaalde gevallen gebruiken kan, 
zul.len wij in deze paragra,af behandelen. 
Men ka,n deze methode Oo&o toepassen op het volgende probleemo 
Laat een homogeen product aanwezig zijn in m havens en verscheept 
moeten worden naar n bestemmjngena In de havens zijn respo 
aanwezig de hoeveelheden 
• 
92 
beste1nr,1j ng de hoeveelheden b 1 , o o o 9bn gebracht moeten warden o 
Wij onderstellen voorlopig dater evenveel goederen gevraagd worden 
als er opgeslagen zijno De transportkosten zijn evenredig aan de 
• verscheepte hoeveelhedeno Geeft men nu de vervoerskosten per eenheid 
va.n haven i naa.r bestemmi ng j aan met c. o en de langs deze · route 
1J 
vervoerde hoeveelheid met Xo o• dan kan men de transportkosten zo lJ 
klein mogelijk maken door het minimu1n te bepalen van de functie 
' 







X o • 
1J 







lJ > a -
(3o1) 
( i= 1 1 o o o ,m) (3o2) 
(j=1,o~o,n) (3o3) 










Dit is een lineair programmeringsprobleem, dat met de gegeven 
simplexmethode kan worden opgelosto Het is echter mogelijk de 
oplossing op een eenvoudiger manier te bepaleno 
,. 
Ui t ui tspraa.k 6 volgt de. t in een te cons trueren optixna.le 
oplossing het a-antal variabelen ~ 0 hoogstens gelijk is aan het 
aa.ntal voorwaarden (afgezien van de voorwaarden 1 welke impliceren 
dat de variabelen ~ 0 moeten zijn)o In het onderhavige geval bestaan 
er m+n voorwae.rden 1 die echter lineair a.fhankelijk zijno 
m n m 







wij construeren, hoogstens m+n-1 variabelen xo Q ~ O 
1.J 
Evenals bij de gewone simplex methode beginnen wij nu 
93 
met de constructie van een beginoplossing, die hier overigens niet 
kunnen vindeno De optimale oplossing wordt dus ook hier stapsgewijze 
bereikto Wij zorgen ervoor dat de beginoplossing m+n-1 variabelen 
indien het aantal kleiner mocht worden 1 spreken wij van ontaarding, 
een geval dat apart zal worden behandeldo 
Wij beschrijven nu de methode aan de hand van een nu1x1eriek 
voorbeeldo 
In de havens I, II en III liggen respectievelijk 7 1 6 en 6 ton 
van een goed opgeslagen, welke verscheept moeten worden naar de 
havens A, B1 C en Den wel moet A 5 1 B 9 1 C 2 en D 3 ton ontvangeno 
De kosten van vervoer per ton zijn opgegeven in tabel I; hoewel 
deze in het algemeen positief zullen zijn, hebben wij ook nul en 
een negatieve waarde opgenomen, om te demonstreren dat bet voor de 
methode niet noodzakelijk is dat deze coefficienten alle positief 
zijn (overigens kan men bij een nul denken aan bet geval dat I en D 
dezelfde haven voorstel.len en bij een negatief getal a.an een premie), 
Men vraagt zich nu af hoe men bet verzendpatroon moet maken, opdat 














; Tabel 3oI 







VerYoerskosten er ton 
en A, B, c, D met • , 1 , 





4 4 4 
j•1 




Wij gaan nu eerst over tot het bepalen van een beginoplossingo 
Hiervoor bes·taan verschillende methoden, die nauw verva,nt zijn en 
waarvan wij er een in de vorm van een recept zullen geveno 
Conatructie van een be ino lossin 
1) Bepaal we1ke route per eenheid van vervoer het goedkoopste is 
en verzend hierlangs zoveel mogelijk (in het voorbeeld~ 2 ton 
van II naar c); 
2) bepaal welke haven hiermee niet geheel wordt uitgeschakeld; 
3a) is dit een opslaghaven 1 ga dan na langs welke route het restant 
van de opgeslagen goederen of een deel daarvan zo goedkoop 
mogelijk vervoerd kan worden; 
3b) is di t een beste·rnm:i ngshaven • ga dan na langs welke route het 
restant van de gevraagde hoeveelheid 9 of een deel hiervan, zo 
goedkoop mogelijk aangevoerd kan worden (hieri 3 ton van II 
naar D); 
4) ga op deze wijze verder tot alle opslagplaatsen uitgeput en 
alle besterruniugsplaatsen voorzien zijno 
In ons voorbeeld vinden vij zo de in tabel 3oII opgegeven 




van A B C D totaal 
I 7 
II 1 2 3 
III 5 1 
totaal 5 9 2 3 19 
Ta.bel 3oII 
De be ino lossin 
In di t voorbeeld is m • 3 en n • 4 • dus m+n-1 • 6, zodat 
tabel 3oII een oplossing bevat waarin het vereiste as.ntal variabelen 
een waarde > 0 bezit. Dit is verkregen door steeds met die haven of 
die bes te1r1rni ng verder te gaan, waarvan de voorraad nog niet ui tgeput, 
respectievelijk de behoefte nog niet volledig gedekt waso Zola.ng 
het probleem niet is ontaard• stuit men nooit op de situatie 1 
' 
waarin een aantal opslagplaatsen < m een aantal bestem,,,j ngen < n 
kan voorzien; men kan dus steeds op de aangegeven wijze verder 
gaan tot een volledig patroon is verkregeno 
De kosten van di t verschepingsprogra,,,ma bedragen I zeals met 
( 3 o 1 ) kan warden nagega.an, 72 o 
Wij vragen ons nu af of er een programma bestaat 1 waarva.n de 
totale kosten lager zijn dan di t bedrag o In figut1r 3 e 1 is scheniatisch 
aangegeven welke routes in gebruik zijn en hoeveel er langs wordt 
vervoerdo Zolang men zich beperkt tot deze routes, is het niet 
• Ok h . II • mogeliJ et progra,1111na. te Wl.J zigen., 
Wij nemen daarom in het program1na een nieuwe route op, bijvo 
door 1 ton te verzenden van I naar Do Daardoor moet ook de versche-
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Dit kan in ons gevai door 1 ton minder te sturen van I naar B, 
1 ton meer va.n II naar B en 1 ton minder van II naar Do De ver-
a.ndering in de kosten bedraagt hierbij 
en bet is dus voordelig deze verandering aa.n te brengeno Wij noemen 
kosten van de routes• die I - D kunnen vervangen, a.a,ngegeven door 
.. .: •• - • 
kenis a.ls de eerder gebruikte getallen Zoo Het inlassen van een 
J 
andere nog niet gebruikte route ka.n dus de totale kosten lager doen 
warden o Wij berekenen de.arom voor alle niet gebruikte routes het 
verschil tussen de directe kosten c •. en de kosten Zo oo Zolang men 
1J 1J 
niet meer dan een nieuwe route in het progr&.rnma. wil opnemen I kan 
iedere route slechts op een manier verva.ngen warden door een combi-
dus ondubbelzinnig zijn be:pa,aldo 
De volgende sta:p bestaat nu uit bet systematische berekenen van 
de verschillen c ..... z .. o De berekeningen kunnen geschieden in een lJ l.J 
tabel zoals tabel 3cIIIo In de rechter bovenhoek van ieder vakje 
zijn de transportkosten 
I 
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De gevonden beginoplossing is ingevuld en de vaarden hiervan 
zijn omcirkeldo ftan iedere rij worden nu rijkosten r. en aan iedere 
l. 
kolom kolomkosten k. toegevoegdo Deze bepalen wij zodanig dat voor 
J 
de bij de beginoplossing in gebruik zijnde routes geldt 
r. + k. = c .. o 
l J J.J 
In ons geval moet dus gelden . 
r1 + k = 2 3 
r2 + k = 2 3 
r2 + k3 • _, (308) 
r2 + k4 • 2 
r3 + k • , 8 
r3 + k • 2 4 0 
Dit zijn 6 vergelijkingen met 7 onbekenden en dus is er altijd een 
oplossing te vindeno In het algemeen is het een stelsel van m+n-1 
verselijkingen met m+n onbekendeno Wij stellen nu in e,n van de 
98 
vergelijkingen 1 bijvo de eerste, een van de variabelen r .. of ko l. J 
gelijk aan nul en lossen dan vervolgens alle a.ndere onbekenden opo 
vinden wij het verschil c,. . - z .. nu door de betreffende co O te lJ lJ 1J 
verm.inderen t de rijvaarde r. an met de kolomwaarde k., welke 
l J 
toegevoegd zijn aan de rij 1 respectievelijk de kolom waarin de 
route zich bevindt. Bijvoorbeeld is 
c 11 - z 11 • 5 - O - 7 • -2 
en 
2 0 
In tabel 3 e IV zijn alle waarden r. en k. en de verschillen c .... - z O • 


























Boven hebben wij reeds gezien dat verlaging van de kosten 
mogelijk is, indien er een route bestaat waarvoor het verschil 
0 
l.J J l.So 
Als er negatieve verschillen zijn, ga.an wij na la.ngs welke nog niet 
99 
gebruikte route de verlaging van de kosten per ton rua.ximaal is en 
vervolgens hoeveel er langs deze route verzonden kan worden 0 0p de 
eerste vraag luidt in dit geval het antwoord; langs II+ A 
-~ 
(aangegeven met in tabel 3cIV)o Om de tweede vraag te beant-
woorden gaan wij na hoe het program1na gewijzigd moet wordenG) Daartoe 
bepalen wij in de rij van. het aangewezen vak.je een omcirkeld vakje 
met de eigenschap dater nog een ander omcirkeld va.k.je in dezelfde 
kolom staato In de kolom van het zo verkregen vakje bepalen wij een 
omcirkeld vakje met de eigenschap dater nog een ander omcirkeld 
ve.kje in dezelfde rij staato Deze twee stappen herhalen wij om en om 
net zo lang tot wij in bet uitgangspunt zijn teruggekeerdo Hiermee 
is een gesloten weg bereikt, die aangee~t langs welke routen de 
te verschepen hoeveelheden verandereno Past men dit toe op II -A, 
dan vindt men dat 1 ton meer langs II- A tengevolge heeft 1 ton 
minder langs II- B, 1 ton meer langs III -B en 1 ton n1inder la.ngs 
III -Af) De hoeveelheid langs II .. B kan slechts 1 ton verlaa.gd worden 1 
zodat in het verbeterde verzendpatroon langs II - A wordt verzonden 
e,n ton• langs II .... , B niets, lang!3 III - B twee ton en langs III - A 
. -~ . . . vier tono De gesloten weg en bet nieuwe progra.n1rna z1.Jn opgenomen in 
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!¥fen ken nu opnieuw de waarden r. en k ti bepalen I vervolgens de l J 
~, . 
negatief is en zo ja het nieuwe schema van verzending construereno 
Zodra alle verschillen c. ti - z .. positief zijn, of gelijk aan nul, 
lJ lJ 
is het optima.le program,na gevonden o De tabellen 3 a VI , 3 o VII en 
3oVIII, bevatten de berekeningen van de opeenvolgende sta.ppeno 
Het met-~ aangegeven hokje correspondeert steeds met de nieuw 
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Tabel 3o VII 











































De kosten bedragen voor de eerste verbeterde oplossing 69, voor de 
tweede 69 - 3o5 • 54 en voor de laatste oplossing 54 - 1 o2 • 52" 
Tabel 3oVIII bevat de optimale oplossing omdat alle c .. -z .. lJ 1J 
niet negatief zijno 
Al ternatieve o. time. 
Tabe1 3oVIII leert ons niet alleen dater geen betere oplossing 
bestaat, doch ook dat er nog een andere • eveneens optin1a,le oplossing 
is o Imxners de nul in het vakje I - D geeft aan, dat voor deze route 
directe en indirecte kosten gelijk zijn, zodat het inschakelen van 
deze route geen wijziging in de totale kosten zal brengeno Dit 
al ternatieve optirnale progra.1n1oa is vermeld in tabel 3 ~IX; de ver-

























1 4 2 1 1 
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Daar tabel 3. VIII alleen een nul bevat in het vakje I - D 
bestaan er verder geen optimale oplossingen, die niet verkregen 
ku.nnen worden als lineaire combinatie van de in de tabellen 3oVIII 
en 3oIX vermelde 
x~ .• dan kan men lJ 
stellen door 
• waa..-ri.n 
oplossingeno Geven wij deze aan met x! 4• respo 
l.J 
alle optimale oplossingen van dit probleem voor-
x .. = x!. + (1-A)x'.'., l.J l.J lJ 
{3o10) 
de bijbehorende optimale oplossing opgenomen in 
tabel 3cXo 
A B C 
I , 4 
II 4 2 
III 
tot 5 2 
Tabel 3oX 








en x! 9.') 1J l.J 1J 
kunnen worden door 
(3011) 
merkin 
men door het toelaten van oplossingen, waarin gedeelten va.n tonnen 
vervoerd worden, een goedkoper verschepingsprogran11na kan bereiken. 
Da.t er steeds een optinial e oplossing bestaat, die alleen gehele 
eenheden bevat 1 wordt veroorzaak.t door bet feit dat de va.riabelen 
in de vergelijkingen (3~2) en (3,3) slechts met coefficient 1 
voorkomeno 
Een controlemiddel 
' • > • • ,, • • •' > ' • • •• ,, ., 
Door het progra,rnma te vergelijken met de randtotalen, is het 
niet moeilijk bij iedere stap te controleren of men een oplossing 
heeft die aa,n de eisen voldoet. De berekeningen va.n de verschillen 
tussen directe en indirecte kosten worden op deze wijze niet 
gecontroleerdo Eventuele hierin gemaakte fouten beinvloeden de 
uiteindelijke oplossing echter niet, omdat deze verschillen bij een 
volgende stap niet meer worden gebruikt~ Bij de algemene simplex 
methode was dit wel het gevalo 
Ontaa.1:·din en 
Ontaa.rdingen kunnen ontstaan wanneer een aantal ( < m) havens 
precies ka.n voorzien in de gezamenlijke behoeften va,n een aantal 
( < n) ,, besten:,mingeno 
hebben dat in een bepaalde fase de betreffende haven is uitgeput 
,o4 
terwijl bovendien de betreffende bestenxming volledig is voorzieno 
Men kan dan voor de nog niet behandelde havens en be stenm1:i ngen op 
de op blto 94 aangegeven wijze een beginoplossing construereno 
Verder is het mogelijk, dat het aantal variabelen met waarden 
groter dan nul, bij een bepaalde stap kleiner is dan m+n-1 en in 
een dergelijk geval slaagt men er niet in• de getallen c. 0 • z.. . op 
. 1J 1J 
de boven aangegeven wijze te berekeneno 
Er bestaan twee nauw verwante methoden om de moeilijkheden 
op te lossen~ De eerste methode illustreren wij door een voorbee1do 
Stel dat men van het reeds doorgerekende probleem de in tabel 3oXI 
.. . . gegeven oplossing heeft gevonden en dat men nu b1J de volgende 
stap de route I - A in de oplossing op wil nemen ( di t dus in af-









7 3 , 2 tote.al 
5 3 , 0 
2 7 
4 _, 2 
-3 6 
8 2 1 
0 
-2 6 
5 9 2 3 19 




5 3 1 0 
2 7 
4 _, 2 
6 
' 8 4 2 1 
6 
totaal 5 9 2 3 19 
Tabel 3oXII 
Een ontaarde o lossin 
Het nieuwe, in tabel 3 11XII ver1r1elde progra111rna is ontaard omdat 
"er slechts vijf routes gebruikt warden. Het is nu niet mogelijk op 
de aa.ngegeven wijze de waarden r. en k. te berekeneno Om dit nu toch 
1 J 
mogelijk te Ina.ken la ten wij in een van de twee vakjes • waarvan de 
wa.arde nul is geworden, een omcirkelde nul staan, bijvo in vak.je 
I -Bo Wij kunnen nu weer op de gebruikelijke wijze verder gaano 
Tabel 3 oXIII beva t de nieuwe waarden c .. - z .. o 1J l.J 
r. 
k. 
J 5 3 1 2 totaal 
1 
5 3 1 0 
0 2 -2 7 
4 3 -1 2 
0 -1 -2 6 
8 4 2 1 
1 2 0 -2 6 
totaal 5 9 2 3 19 
Tabel 
Berekenin van de waarden 
106 
Neemt men bij de volgende sta.p II - C in het progra1mna op• dan 





langer bestaano Het eindresultaat is uiteraard 
in tabel 3oVIII gevondeneo * 
Een elegantere metho,de ) door GoBa DANTZIG o Q 1s aangegeven 
Wanneer men grate problemen heeft, die op machines berekend moeten 
worden, is men hier zelfs op aangewezena Zij komt hierop neer, dat 
door een kleine transforrnatie van bet probleem een nieuw probleem 
ontstaat 1 waarin nooit ontaarding op kan tredeno 
Hiertoe bepaalt men het minimum van men n 1 vermenigvuJdigt 
dit met twee en deelt de eenheid, waarin de getallen in de versche-
pingstabel zijn uitgedrukt door dit getal (wanneer in de tabel 3,25 
voorkomt, moet men 0 101 a.ls eenheid nemen)o Vervolgens kiest men 
een geschikt positief getal o dat kleiner is dan het gevonden 
' 
t> ii><) quotient en verhoogt de getallen in de totaalkolom 1 die correspon-
deert met bet minimllro van m en n hiermee, een van de andere 
randtotalen wordt verhoogd met 6 keer het mi nim1.1rno In ons geva1 is 
het ioi nirm11n m • 3 , - 0 1 1 
en de gewijzigde eisen worden dan de in tabel 3oXIV vermeldeo 
... ) 




totaal 5 9 2 3,3 
Tabel 3oXIV 
Go~o DANTZIG• Application of the simplex method to a transport 
at1on problem, hfdste XXIII in Activity Analysis of Production 
and Allocationo Wiley (1951)0 
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probleemo 
De beschreven methode kan worden toegepast, indien men de 
bijvoorwaarden in de vorm (3~2) 1 (3o3) en (3o4} kan gieten 0 Zoals 
problemeno Behalve bij het verschepen van een homogeen product treft 
men deze Ooao aan bij het voorzien van grossiers door een aantal 
fabrieken, die dezelfde producten vervaardigeno Wij ku.nnen daa,rdoor 
ook inzicht krijgen in bet probleem. waar een nieuwe fabriek of een 
nieuw distributiedepot te plaatseno Kamen hiervoor een aantal plaatsen 
• • in aanmerking 1 dan kan men voor elk daarvan het transportprobleem 
opl.ossen en dan nagaan voor welke plaats de minimale transportkosten 
het kleinste zijno 
Een geheel ander toepassingsgebied is dat van het p•ersoneels-
be1eid a Een bedrij f' heeft voor N cties N sollici tanten opgeroepen. 
De laats·ten kan men verdelen in m elkaar uitsluitende groepen, waer-
van de ie groep ao leden telto Er zijn n verschillende cties en 
1 
b O vacat,"'1res van de je ""'" ctie a Hee:ft men door n1iddel van testen 
J Q oe 
gevonden da.t de verwachte geschiktheid van ieme.nd uit de 1 groep 
voor de je functie door bet getal (score) c 0 Q wordt weergegeven en l.J 
., personen u1t 
in de je functie aan met Xo o 1 dan komt de opdracht, de N personen l.J 
zo over de vacatures te verdelen, dat de totale productieviteit 
• is behalve de moeilijkheid de Cao goed vast te stellen, een ernstig 
J.J -- . . 




Men kan ook problemen, die in eerste instantie niet de vereiste 
vorm bezitten, vaak door eenvoudige kunstgrepen transformeren in 
problemen, waarin de bijvoorwa.arden wel zijn van de vorm (302), 
(3o3) en (3o4)o Zo kan men de gegeven methode ook toepassen wanneer 








is. Hiertoe moet men 
m n 
welke a. - b. 
• 1 . 1 J 1.=1 J= 
ton goederen dient te 
ontvangen en waarvoor de transportkosten vanaf elke opslagplaats nul 
bedrageno 6, 1,n 
niet vervoerd wordto Een overeenk.omstige weg kan men volgen wanneer 
m n 
ge1dt a.. < 
• J. " i=1 J==1 
b. G 
J 
In het geval, waarin een bepaalde verbinding 
niet gebruikt kan warden 1 kan men het model redden door voar de 
transportkosten langs deze route een zeer hoog bed.rag M per vervoerde 
eenheid in rekening te brengen. 
Verder bestaan er oak generaJ.isaties van de hier beschreven 
methode 1 waarmee meer algemene transportproblemen opgelost kunnen 
wordena Za heeft EoD0 SCHELL een methade uitgewerktt waarmee de 
verschillende artikelen fabriceert in een aantal fabrieken, bepaalde 
artikelen produceren en naar welke afnemers moet hij ze zenden, opdat 
a O O O 0 de totale som van fabricage- en transportkosten zo laag mogel1Jk Z1Jo 
Het is dan oak nog mogelijk rekening te houden met de capaciteiten 
van de fabrieken en de transportroutes en met de uiteenlopende 
fabricagekosten van de artikelen in de verschillende fabriekeno 
Wij zullen hier echter niet op ingaa.no 
- .. .. . ·, ... .. . ... - .. . 
*) EoDo SCHELL, Distribution of a product by several properties, 
Proceedings of the second Symposit,_rn in Linear Progra.1nining, ( 1956) , 
615-64-20 ' 
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Ter vereenvoudiging van de komende discussie zullen wij eerst 
een aantal begrip:pen ornschrijven wa.arover wij reeds sprak.en in 
Hoo:rdstuk IQ 
Het eerste begrip dat wij invoerden heette s steem. Het systeem 
is veelal het object van de beschouwingeno 
Aangenomen werd dat het systeem zich in verschillende toe-
standen kan bevinden en dat deze toestanden beschreven kunnen 
warden m.b.v. een aantal kwantitatieve groothedeno Een toestand 
kan dus worden weergegeven door een rij van getallen. Een dergelijke 
• • r1J van getallen noemt men een toestandsvector sQ 
Verder bebben wij vastgesteld, dat als de toestanden van een 
systeem beschreven kunnen worden m.b.v. m kwa,ntitatieve grootheden, 
iedere toestand weergegeven kan worden door een punt in een 
m-dimensionaal Ca.rtesiaans assenstelsel. Deze ruimte werd toestands-
• ruimte genoemd. 
Bij de problemen welke wij in deze paragraaf zullen beschouwen 
moet op een aantal discrete tijdstippen een beslissing warden 
genomeno 
Indien bij een probleem op n discrete tijdstippen een beslissing 
dient te worden genomen, da,n spreekt men van een n-sta.psbeslissings-
probleem. Zodra de eerste beslissing is genomen gaat het n-staps-
beslissingsprobleem over in een (n-1)-stapsbeslissingsprobleemo 
Indien bij een probleem op oneindig veel discrete tijdstippen 
een beslissing genomen dient te worden 1 dan spreekt men van een 
m-stapsbeslissingsprobleemo Zodra de eerste beslissing is genomen 1 
gaat het m stapsbeslissingsprobleem over in een nieuw m-staps 
beslissingsprobleem. 
In Hoofdstuk I stelden wij vast dat ook een beslissing kan 
worden vastgelegd mob.Vo een aantal kwantitatieve groothedeno Een 
dergelijke rij van geta.l.len noemt men een beslissin svector x. 
Voor het geval men de beslissingen kan aanduiden met behulp 
van r kwantitatieve grootheden correspondeert met iedere 
• • besl1ss1ng 
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Bij een zorgvuJdige beschouwing van iaeer-stapsbeslissings 
problemen valt het ons op, dat de toestand van het systeem op het 
volgende beslissingstijdstip sterk wordt beinvloed door de 
toestand op het huidige beslissingstijdstip en door de te nemen 
beslissingo 
Ook blijkt dikwijls, dat voor de bepaling va.n de toestand 
van het systeem op latere • • • • • • 0 besl1ss1ngst1Jdstippen, biJ gegeven 
toestand en beslissing op het huidige beslissingstijdstip, de 
toestanden en beslissingen op tijdstippen voorafgaande aan het 
huidige beslissingstijdstip van geen belang zijn0 Dit laatste zal 
zonder meer duidelijk zijn 1 als men weet dat bij de beschouwde 
problemen in het begrip toestand alle relevante informa.tie over 
toekomstige ontwikkelingen is verwerkto Bijgevolg zal bij die 
problemen de informatie over het verleden van het systeem geen 
verder nut afwerpeno 
~ · Bij een volledig deterrr(j nistisch beslissingsprobleem kan men 
dan met zekerheid vaststellen hoe de toestand van bet systeem zal 
zijn op het volgende beslissingstijdstip ala men de toestand en de 
beslissing op het huidige beslissingstijdstip kento 
Bij een beslissingsprobleem met stochastisch verloop kan men 
niet met zekerheid voorspellen wat de gevolgen zullen zijn van een 
beslissing in een of andere toestando De toestand op het eerstvol-
gende beslissingstijdstip is dus onbekend, maar wel zal er veelal 
een kansverdeling gedefinieerd zijn voor de betreffende toestande 
De gedaante van deze kansverdeling zal in die beslissingsproblemen 
• 
mede warden bepaald door de toestand en de beslissing op het 
huidige beslissingstijdstipo Het een en ander zal in §3 met een 
voorbeeld worden toegelichto 
dat er tengevolge va.n een Verder kunnen wij constateren 1 
beslissing steeds sprak.e is van een 
waarbij de opbrengst stochastisch is; 
,:, 
men de verwacht1ng van de opbrengsto 
ste Er zijn problemen, 
in die gevallen beschouwt 
De omvang van deze o:pbrengst (of de verwachting er van) hangt 
af van de genomen beslissing en de toestand waarin deze beslissing 
werd genomeno 
1 1 1 
Een reeks va.n beslissingen zullen wij o-timaal noemen, als de 
Verder blijkt, dat wij voor de bepaling van de optimale 
beslissing op een tijdstip niet k11nnen volstaa.n met alleen maar de 
opbrengst te beschouwen welke een direct gevolg is van de beslissingo 
ImtYters de beslissing bepaa.l t mede de toestand op het volgende 
beslissingstijdstip en dientengevolge de toekomstige opbrengsteno 
Om het effect van een beslissing op toeko1nstige opbrengsten 
te kunnen nagaan 1 dient men, omdat de opbrengsten hierdoor mede 
worden bepaald, de toekomstige beslissingen te kenneno 
• 
Bij een N-stapsbeslissingsprobleem begint men niet met de bepa-
ling va,n de eerste opti11iale beslissing • 11ta.ar met die van de laatste. 
Dat betekent, dat men een een-stapsbeslissingsprobleem moet oplossen. 
·<a• •• " .. • ,, 
aangeven met 
trachten de maxi1naliseren o Hiervoor dient 
toestand niet kent lost men het een stapsbeslissingsprobleem op voor 
a1le mogelijke toestandena De maxin1S,al te verkrijgen opbrengst 
N lttS.X 
is dus een functie van de toesta.nd sN op bet laatste 
tijdstipo De verzameling van toegelaten beslissingen 
♦ II besl1.ss1ngs-
de 
op het N 
.. "'"' .. ... ...... . -~· ., ... ' . ' 
..... ) 
Er zijn problemen I waarbij niet de . totale opbrengst rnaximaa.l 
gemaakt moet worden 9 1naar een gewogen som van de opbrengsteno 
Indien de opbrengst een verlies is dan wordt uiteraard 
gem.j.,nima.liseerd o 
een 
N-stapsbeslissingsprobleemo Met x. geven WlJ de J be 
0 
a.e,n en niet zoals in de voorafga de hoofdstuk.ken de J 
0 • l1ss1ng 
e com-, 
ponent van de beslissing Xo 
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In §1 hebben wij vastgesteld 1 dat bij een volledig determinis-
tisch beslissingsprobleem de toestand s .. op het beslissingstijdstip 
J 
het J-
de laatste stap niet alleen geschreven worden als een functie van 
de toeetand sN op het laatste beslissingstijdstip maar ook als een 
op het daa.raan voorafgaande beslissingstijdstipo 
laatste stap, en 
opbrengsten kunnen samengevoegd worden 
* (N) ) = 
-1 
(N) 
,,P.,il' tot een opbrengst 
6 N-1 
" in de 
(2o2) 
Na deze bewerkingen houden wij een (N-1)-stapsbeslissingsprobleem 
over met opbrengsteni 
(N 1) h. (s.,x .. ) 
J J J 
(N) h" ( s o ,x .. ) 
J J J 
<I 
voor J 1toooiN-2 en 
(2o3) 
(N .. 1) h. ( s. ,x Q) 
J J J 
- ~ (N) voor j - N 1 o 
Wij ga,an dit (NCSlll1 )-stapsbeslissingsprobleem op dezelfde wijze 
benaderen als het oorspronkelijke N~stapsbeslissingsprobleem1 met 
als gevolg dat het (N-1)~stapsbeslissingsprobleem wordt terug-
gebracht tot een (N-2)-stapsbeslissingsprobleemo Indien wij op deze 
wijze voortgaan wordt uiteindelijk het N-stapsbeslissingsprobleem 
,, ,;; .. . gereduceerd tot een een-stapsbeslissingsprob1eemG 
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Een roduktie robleem 
Een cheznjsche industrie heeft een contract afgesloten met een 
van zijn clienteno 
In het contract staat, dat 
ao de fabriek zich verplicht tot levering van 
n, kg abaraat op 1 februari 1966 
D2 kg abara.at op 1 maart 1966 
kg abaraat op 1 april 19660 
b. de fabriek op de hierboven genoemde tijdstippen ook het 
duurdere benesol mag leveren, ma.ar dan tegen de voor 
abaraat vastgestelde prijso 
Benesol is altijd in voorraad, maar abaraat zal speciaal voor de 
client moeten worden gefabriceerdo Het produktieniveau van abara.a.t 
kan alleen ae.n het begin van iedere maand worden veranderdo Elke 
verandering van het produktieniveau brengt kosten met zich meeo 
Wordt het produktieniveau omgeschakeld van P' naar P'' 1 dan worden 
de bijbehorende kosten gegeven door 
1 
Op de afleveringstijdstippen kunnen zich nu de volgende situaties 
voordoeni 
a) de vraag naar abaraat is grater dan de aanwezige hoeveelheide 
Dit betekent 1 dat bet verschil V tussen de aanwezige en de 
gevraagde hoeveelheid abaraat negatief iso Als gevolg 
hiervan moet er dus beneso1 bijgeleverd wordeno 
•• 
b) de vraag naar abaraat is kleiner dan de aanwezige hoeveel-
heido Het verschil V tussen de aanwezige en de gevraagde 
• 
• 
hoeveelheid abaraat zal positief zijno Er blijft dus 
abaraat over o 
• 
114 
Als de vraag en de :produktie niet aan elka.ar gelijk zijn I dan 
zullen er extra kosten gemaakt wordena In situatie a) worden deze 
extra kosten veroorzaakt door de aflevering van het duurdere benesol, 
terwijl in situatie b) door de beperkte houdbaarheid van abara.at bet 
0 0 
restant moet warden vernietigdo 
Aangenomen wordt nu dat de kosten in beide situaties kunnen 
~, 0 
worden weergegeven door een kostenfunctie& 
en a.ls V positief is dan geeft 
extra kosten aa.n in situatie a) 
de kostprijs aan van het te 
• • vernietigen overschoto 
Gevraagd een produk.tieprogramma op te stellen I waarvoor de 
extra kosten mini1naal zijn o 
lossin 
• 
Het systeem in dit beslissingsprobleem is de produktie van 
abaraato 
De toeatand s~ van het syteem wordt gegeven doorg 
1 
a) bet beslissingstijdstip i (voor i-1 is dit 1 januari 
b) 
1-
c) de vraag D. naar abaraat 
l. 
0 
van de vorige maand, 
op het tijdstip (i+1)o 
1966), 
Zoals wij reeds hebben vastgesteld, beginnen wij onze bere-
keningen met bet beschouwen van het laatste beslissingstijdstipo 
Op het laatste besliasingstijdstip (i-3) wordt de toestand van 
het systeem gegeven doorg 
a) i = 3 t 
b) het productieniveau in februari 1966, 
c) 19660 
Gevraagd wordt te bepalen voor maarto 
, 
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De kosten van een produk.tie omschakeling van 
doorg 
2 




als P3 ~ n3 , 
.. 1s dan 
In de la.atste stap worden du.s de volgende kosten getitaakt: 
(3) 2 2 
2 2 
De 




Uit (208) volgt dat het 
door: 








dat (2o7) minimaal iso 
2 




De extra kosten in de laatste stap bedragen dan~ 





Vestigen wij nu onze aandacht op het beslissingstijdstip i-20 
De kosten te maken in de ma.and februari warden gegeven doorg 
(3) 2 2 (2o11) 
De kosten te xna.lten in de 1naand rnaart worden gegeven door ( 2 o 10) o 
In andere woorden 1 de totale kosten te maken in februari en maart 
worden gegeven door~ 
* (3) (2) 
Stellen we a 1=2 en 








• over ini 
2 
-
+ .. ·~' ,.. ,., ,, • ,,_ ' • • , • • • • • .,,_ ,,., , , • s J ' • • ' - • , ' .._ .. ♦• 
3,1 
(2o 13) 
De vorm (2o13) is minimaal voor 
2 6 2 
• 
(2o 14) 
en de miniinale waarde bedraagti 
(2o15) 
d O - 0 rn.aan Januari o 
De kosten voor januari bedragen~ 
(2) 
want P = Oo 0 
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De totale kosten voor de maa.nden januari, 
bedrageng 
( 1) 
= 2P2 1 
2 
2 e6,355 
De vorm (2o17) is minimaal voorg 







Met behulp van (2.14) vinden we voor de optimale waarde van P2~ 
• De optimale waarde van 
p = 3 
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(2o20) 
De optimaal te verkrijgen winst is volgens (2a17) gelijk aang 
Wij hebben zojuist het bovenstaande produk.tieprobleem opgelost 
als zijnde een meer-stapsbeslissingsprobleem; ITia,,a.r omdat bet 
probleem deterrninistisch van aard is, kunnen we het oo}c opva.tten als 
een een-stapsbeslissingsprobleem en als zodanig oplosseno 
2e o-lossin 
Wij stellen de produktieniveaus in de rnaanden 
.,.. * * 
De totale kosten bedragen 
januari, februari 
beslissingsvector 
2 2 2 2 2 2 
{2o21) 
" van de drie 
kan 
worden aangetoond dat deze functie slechts een uiterste waarde heeft 
en wel een minimu1no 
We vinden dit minimum door de partiele afgeleiden 
en 
alle gelijk aan nul te stellenQ 
Dit leidt tot de volgende betrekkingen 
f' - 0 -
x, 
f' 
- 0 (2o22) -x2 
r' - - 0 0 - -X3 
• 
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Dit stelsel vergelijkingen laat zich op zeer eenvoudige wijze 
omvormen tot 
- a X = 
, 3 
waa~den 2 en 3 hebben, dan gaat (2o23) over in 
- 2x 1 
en de oplossing hiervan luidt 
* X = 1 197 
. . ·- ... ._ , . ... ' .. .. ' . .. ~ .. 
.... 
X = 2 
.. " .. ,,. - .. ' ' ' ' . ~ ' ., '" -
3on 1 + 
197 
.... 
X = 3 197 
= 






Deze oplossing is dezelfde als de vorige, zoals de lezer desgewenst 
zelf kan nagaan o 
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De totale produktie bedraagt dus 




waaruit volgt dat de totale produktie kleiner is dan de totale 
vraago 




. * * * 
(2o26); substitutie 
van het stelsel (2o23) moet ook voldoen 
van deze oplossing in (2o26) levert 
-
waaruit volgt dat ook in het algemene geval de totale produktie 
• 0 
nooit groter 1s dan de totale vraage 
Ook in het stochastische N-stapsbeslissingsprobleem begint men 
niet met de bepaling van de eerste optimale beslissing • In.aar met de 
laatsteQ Dit houdt in dat eerst een stochastisch ~en-stapsbeslissings-
probleem wordt opgelosto 
laatste stap 
NJ J J_ _ o 
XNo Hiervoor 
van 
deze toestand niet kent, lost men het een-stapsbeslissingsprobleem 
op voor alle rt,ogelijke toestandeno 
De 1naximaal te verk.rijgen opbrengst 
= 1nax (2.28) 
ex( s ) 
n 
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• het laatste beslissings-
tijdstipo 
In §1 hebben wij vastgesteld 1 dat in een stocbastisch 







beslissingstijdstip rekening willen houden met de laatste 
beslissing 8 dan zullen wij de verwachting van de optimale opbrengst 
in de laatste stap in onze beschouwingen moeten betrekkeno 
een toes 
functie zu1len wij aa,ngev 1 • 
opbrengsten van de beide laatste Als we de 











Na deze bewerkingen houden wij een (N-1)-stapsbeslissingsprobleem 
over met de opbrengst 
(N-1) (N) C 1. 1 2, o o a ,N-2 ho ( s o ,x.) = h .. (so,xo) voor J - en -
J J J J J J 
* (N) 0 N-1 o h II s. ,x. - voor J -- -
- J J J J J 
Zo doorgaande wordt het oorapronkelijke N-stapsbeslissings-
.. ~ .__ ..... ~ ....... ,,.,, ...... -· 




Een reisbureau heeft voor een periode van 6 jaar een hotel 
gepacht in · een wintersportcentr,.un. Met een kolenhandelaar daar 
ter plaatse is een contract afgesloten• we,arin wordt bepaald dat de 
kolenhandelaar elk jaa.r een vaste hoeveelheid brandstof zal leveren 
tegen betaling van een vast bedrag B per jaaro 
Verder is overeengekomen dat het reisbureau. in geval van 
ontevredenheid over de leveranties, aan het eind van elk jaar het 
,,_., .. d. 
contract eenzlJ 1g 1118.,g opzeggen o 




Levert de kolenhandelaar gedurende een jaar de kolensoort (i), 
dan bedraagt zijn winst a. (i=1 12 1 3)e l. 
• 0 De kans op opzegging van het contract na levering van de 
kolensoort (i) duiden we aan met p. en deze kans zal onafhankelijk 
1 
zijn van bet jaar van leveringo 
De kolenhandelaar, een harde zak.enman, vraagt zich nu af welke 
kolensoorten hij in de opeenvolgende jaren bij het hotel zal 
aflevereno 
Omschri ·vin van het mathe1oatisch model 
In dit geval zullen wij onder het s steem verstaan de kolen-
levera.ntie ( of het contract) o 
De toestand van het systeem heeft twee componenteno De eerste 
component geeft het beslissingstijdstip aano De tweede component 
vertelt ons of bet contract nog van toepassing is. Als het contract 
0 
opgezegd 1 dan zullen we dit 
uitdrukken door te zeggen dat het systeem zich op dat moment in 
de toestand {j,O) bevindt, als bet contract niet is opgezegd, dan 
zullen we zeggen dat het sys teem zich in de toesta,nd ( j 1 1) bevindt o 
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.. • • • - - ., . .. ~- ' .. 0' 
De ~oestandsruimte bestaat hier dus uit slechts 6 x 2 = 12 punten, 
in een 2-dimensionale Cartesische ruimteo 
De kolenhandelaar moet acbtereenvolgens 6 maal een beslissing 
nemen en daarmee staat hij voor een 6-stapsbeslissingsprobleemo 
De beslissinfiSF:Ui;?l~!:., D zal per definitie bestaan uit de vier 
punten O • 1 1 2 en 3 ca De beslissing x • 0 komt overeen met bet leveren 
van geen enkele kolensoort; deze beslissing wordt om vanzelf-
sprekende redenen dan en slechts dan genomen als het contract is 
opgezegd (doWoZo als s. (j 1 0))e De beslissing x= i (i= 1 1 2 1 3) J 
... ,.~-•· ,,. 
houdt in dat gedurende het betreffende jaar de kolensoort (i) 
geleverd zal wordeno De laatst genoemde beslissingen kunnen dus 
alleen genomen warden als s = (j 1 1)o 
Het bovenstaande kan warden weergegeven in bet volgende schema: 
Toestand s Toegelaten beslissingen x E. X( s) 
( j ,o) 
( j • 1 ) 
0 
Als de kolenhandelaar in het zesde 
(6 1 1)) dan zal de zesde beslissing 
warden dat 
<M'P 
maximaal is voor x6 = x6o 
(6) 
jaar mag leveren (dus als 
Onderstaande tabel geeft een overzicht van de waarden die 














wat wil zeggen dat de kolenhandelaar in het laatste jaar (als hij 
znag leveren) die kolensoort zal leveren waarop hij de grootste 
• 
winst maakto 
A1s de kolenhandelaa.r in bet zesde jaar niet mag leveren (dus 
(6 9 0)) dan zal hij zonder enige twijfel de beslissing 
nemeno De zelfde 
stippen waarop geldt s. 
J 
redenering geldt voor alle beslissingstijd-
= (j,O)o Voor zo'n tijdstip geldt dan dat 
de verwachting van de nog te maken winst gelijk is aan nul, want ala 
het contract een1r1aal is opgezegd worden er geen kolen meer geleverd 
voor het resterende deel van de 6 jaaro 
.A.ls de kolenhandelaar in het vijfde jaar mag leveren dan zal 
~ (6) 
0 J. • * maximaa is voor x 5 = x5 o 













• en uit deze . * zodra de ntlrnerieke 
waarden van a. en p. (i=1 1 2,3) bekend zijno J. l. 
Ala de kolenhandelaar in het vierde jaar mag leveren dan meet 
(4) 
(2,35) 
. . * maximaal is voor x4 = x4 e 
,, 
Onderstaande tabel geeft een overzicht van de waarden die de 














* en uit deze betrekking kunnen we x4 oplosseno 
Zo doorgaande vinden we dat de optimale 
(j-1 1 2 1 3 1 4 1 5) moeten voldoen aan 
( V) * -h • J ( ( j 1 1 ) ,x. ) -J J max .. 1 
-
~ 













a = 1 
a = 2 
a = 3 
(2o32) 
(6) 










435 P1 = 0 2 I 
790 (2o38) 
1050 
= 10500 Toepassing 
=. 435 + 0,801050 = 1275 
= 790 + 0,6.1050 = 1420 
= 1050 + o,401050 = 1470 o 
{2o39) 
= 1672, want 
= 435 + 0.801470 = 1611 
= 435 + 0,801672 = 1772.60 
= 790 + 0,601672 = 1793,20 
= 790 + 0,601793,20 = 1865,92 
= 1050 + 0 ,4 G 1793 ,20 = 1767 ,38 G 
(2.40) 
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1 • 1930,65 1 want 











Optin~le beslissing Kolensoort die wordt afge-







De optimale winstverwachting bedraagt 1930 1 650 
128 
• 
In de vorige paragrafen hebben wij ons beperkt tot beslissings-
problemen, waarbij elechts een eindig aantal beslissingen genomen 
behoefden te worden. 
In deze paragraaf zullen wij ons bezighouden met situaties 
waarin bet aantal te nemen beslissingen onbegrensd is; het zal 
zonder meer duidelijk zijn, dat de oplossing va,n deze problemen 
niet verkregen kan warden door (zoals we in de vorige paragraaf 
hebben gedaan) eerst de ''la.atste'' beslissing optimaal te kiezeno 
In dit geval blijkt uit de probleeinstelling 1 dat de toestand 
op bet eerstvolgende beslissingstijdstip volledig bepaald wordt 
door de toestand op het huidige moment van beslissen en de op dit 
tijdstip genomen beslissing. 
Verkeert het in de 
toestand s. en is de bijbehorende beslissing x., dan kan de toestand 
J J 
ve,n · het sys teem op bet J+ 1 besliss 1ngst1Jdst1p dus war en 
opgevat als een eenduidige • ctie 
van s. en x. o 
J J 
Veronderstellin 
In deze paragraaf zullen wij aannemen dat de relatie tussen 
• • en x. anderzijds voor iedere waarde van j 
J 





wij uit van de veronderstelling dat wij voor ieder 
opbrengstfunctie h.(s.,x.) hebbeno Mea.we 
J J J 
h. ( s . ,x.) = h ( s . ,x.) • 
J J J J J 
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Ona.fhankelijk hiervan kunnen zich verder ooa. de volgende 
situaties voordoen: 
2. 
volledige opbrengst, te verkrijgen uit de toekomstige beslis-
• • • e1ngen 1 in rekening moet worden gebracht 0 
tijdstip slechts rekening wordt gehouden met een fractie van de 
opbrengsten behorende bij de toekomstige beslissingen •. en wel zo 
dat de directe bijdrage van de J es issing J _ i tot de 
totale opbrengst gelijk is aan 
• • J-l. ( ) a .h s . 1 x. • J J 
Hierbij is O ~ a <1. 
Nemen wij nu eerst de eerste n beslissingstijdstippen in 
ogenschouw zonder ons te bekomrrieren om de vraag wat er op de volgende 
tijdstippen nog allemaal kan gebeureno Op deze wijze hebben we een 
n-sta~sbeslissingsprobleem geschapen 1 waarven we met de methoden 
van de vorige paragraa.f de oplossing kunnen bepalen. De niaxixrta.al te 
verkrijgen opbrengst zal een 




vanaf bet tweede beslissingstijdstip; omdat de toestand s 2 volkomen 
een f'unctie 
• 




Voor geve.l 2 luiden deze ~ormules 
-
• max 0 
a " 
als n onbegrensd toeneemto Bij elke toestandsvector s zullen we dan 
een limiet y(s) vindenc Ala deze convergentie inderdaad optreedt 
dan mogen we verwachten dat de relaties (3.3) en (3o4) respo zullen 





• max = 
De oplossing van het definiete oo-stapsbeslissingsprobleem kan 
nu bepaald worden zodra de ctie y(s) bekend iso Want als y(s) 
bekend is voor elke wa.arde van s dan kunnen we door r11iddel van de 
betrekkingen (3o5) en (306) voor elke begintoestand 
* 
s de biJ0 bem= 
1 
iedere toestand s 1 
op bet eerste beslissingstijdstip vinden wij een optimale beslissing 
* 







3 o2 Het stochaatische oo -sta sbeslissin 
Nu blijkt uit de probleemstelling dat de kansverdelin van de 
toestandavector behorende bij het eerstvolgende beslissings-
tijdstip volledig bepaald wordt door de toestand op het huidige 
moment van beslissen en de hierop genomen beslissing 
• 1n de 
waarvan de kansverdeling volkomen bepaald wordt doors. en x.t 
J J 
Veronderatellin 
Wij zullen aannemen dat deze kansverdeling niet afhankelijk is 
van bet beslissingstijdstip. Als het systeem dus op bijv. het 58 en 
het 9e bealiasingstijdstip dezelfde toestand s aanneemt en we nemen 
op beide bealisaingatijdstippen dezelfde beslissing x 1 dan zal de 
Ook nu zullen wij veronderstellen dat de opbrengst 
ieder beslissingstijdstip dezelfde isG 
ctie voor 
Ook bij het stochastische •-stapsbeslissingsprobeem onder-
scheiden we twee gevallen: 
1. Uit de probleemstelling volgt, a lJ e 1 beslissing de 
verwachting van de volledige opbrengst• te verkrijgen uit de 
toekomstige beslissingen, in rekening moet worden gebrachto 
• , de b l, , 2o Uit de probleemstell1ng volgt 1 dat op het 1 es issings-
tijdstip slechta rekening wordt gehouden met een fractie van de 
zo dat van 
totale opbrengat gelijk ia aan 
• de . , o • 
Paragraaf 3a1 kan beschouwd worden ala een bijzonder geval van 
paragraaf 3o2o 
Als ook deze directe opbrengsten stochastiach zijn, dan nemen 
we hiervoor hun verwachtingeno 
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met O <a< 1o 
-
Evenals in paragraaf 3o1 beschouwen wij nu eerst weer de eerste 
n beslissingstijdstippeno 
De verwachtin van de ma.ximaal te verkrijgen opbrengst in deze 
n stappen zal. ook hier een functie 
o • • 0 0 
• • z1Jn van de toestand s 1 op bet eerste besl1ss1ngst1Jdst1po 
In geval 1 zal voor deze functie de betrekking 
,nax 
gelden 1 en in geval 2 
ma.JC 
elke toestandsvector 










0 dient te worden berekend ender de voor-
waarde dat het systeem op bet eerste beslissingstijdstip de 
toesta.nd s aannam en dat daarop de beslissing x 1 genomen werdo 
Deze verwa hting wordt hierom dan ook. vaak genoteerd als een 
voorwaardelijke verwachting 
In deze laatste notatie komt duidelijk.,er uit dat deze verwachting 
' 
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(vergelijk de formules (3a8) en (3o9)) 
De oplossing van het stochastische ~-stapsbeslissings-
probleem kan nu bepa.ald warden zodra de functie y(s) bekend iso 
stra.tegie is ook optima.al voor de overige beslissingstijdstippeno 
Bijgevolgg 
Eerste iteratie-methode 
' , ' ' . . - . - . "" '' ,. 
Indien de rij van opbrengstfuncties y (s) van de bijbehorende 
n 
n-stapsbeslissingsproblemen voor iedere s naar de opbrengstfunctie 
y(s) convergeert 1 dan kan deze functie uiteraard iteratief worden 
bepaaldo 
Heeft men deze functie y{s) eenmaal gevonden dan kan men met 
behulp van een der relaties (3a5) 1 (306), (3o10) en (3o11) voor 
iedere - mo&oWa de 
Tweede iteratie methode 
•-•-'' ., ...... . 
Indien voor iedere strategie z, doWoZo 
dige wijze de bijbehorende opbrengstfunctie 
y(s;z) • h(s;z(s)) + a0y s(s,z(s));z 





y{s;z) = h(s;z(s)) + ao 
(3012) 
s,z(s)} 1 (stochogeval) 
(3e 13) 
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bepa.ald kan worden, dan kan men dikwijls ook op een andere itera-
tieve wijze de ctionaalvergelijkingen (3Q5), (306), (3010) 1 
(3o11) oplosseno 
Hiertoe voeren wij in de functie y(s;(x)z),gedefinieerd door 










- h(s;x) + aoy{s(s;x) ;z) ( det o geval) 
(3o 14) 
+ a o s;x} e (stochogeval) 
(3o15) 
de 
veelal convergeert naar de 
''optimale '' opbrengst ctie y( s) o 
Uit (3e14) 1 (3o15) en (3c11) volgt dat voor de opti1nale 
• strateg1e z0 geldt: 
(3a 16) 
Een voorbeeld van een ~-sta-sbeslissin s~robleem 
In dit voorbeeld willen wij nog eemhet verkoopprobleem uit 
paragraaf 2 beschouwen 1 met dit verschil 1 dat het contract niet 
voor 6 jaar zal gelden rt,aar voor onbeperkte tijd; hiermee hebben wij 
het 6-stapabeslissingsprobleem omgevormd tot een ~-stapsbeslissings-
probleemo 
Bet is nu niet xn,aer zinvol om in de toestand van bet systeem 
135 
ook het beslissingstijdstip te verwerkeno Bijgevolg kan de toestand 
worden beschreven door een beslissingsvariabele die slechts de 
W8.a,:rden O en 1 aanneemt ci Ui t s • 0 volgt: contract opgezegd en ui t 
s = 1 volgt: contract geldig. 
Het proces van de kolenleverantie begint in de toestand 1; de 
bijbehorende o timale winstverwachting stellen we y(1)o Zou bet 
proces in de toestand O zijn begonnen 1 dan zou de (eveneens optimale) 
winstverwachting y(O) zijn geweesto Het gestelde probleem is nu op 
bijzonder eenvoudige wijze op te lossen met behulp van formule (3o10). 
Het zal zonder meer duidelijk zijn dat y(O) gelijk is aan nul, 
zodat we alleen nog niaar de waarde van y( 1) beboeven te bepalen met 
de optirt,a,Je beslissing in de toestand 1, Volgens (3o10) moet y(1) 
voldoen aan 




{a. + (1-p.)y(1)} , 
l. l. 
l 
Ui t ( 3 o 17 ) volgt ge1r1e,kke li jk: 
o II max 
• l. 
voldoen aan de betrek.k.ing 
{a. - p.y(1)} o 
l. l, 
a.• - P·* y{1) 11 O • 
l. l. 
waaruit voor y(1) volgt: 
y( 1) = 0 
Uit (3018) volgt: 
:. y(1) • 







Het is nu ge1na.\tk.elijk in te zien dat y( 1) meet voldoen aan 
Nu is 
y( 1) = max 
a, 
p 1 0 1 2 
a.2 



















had men ook voor iedere strategie de opbrengstfunctie y(s,z) kunnen 
bepaleno 
Deze functies warden gegeven door (vglo (3G15) met a - 1) 
y(O;z.) = 0 
1 
y(1;z.) =a.+ (1-p.)y(1;z.) 
1 1 J. J. 
Uit (3a25) volgti 
y( 1 ;z.) • 
1. 





Beschouwen wij tenslotte de tweede iteratie-methode (zie blzo133)o 




= a .. 
l. 
= 0 
nu gegeven door 
(i=o,1,2,3) 
= 435 + 0,8.1750 = 1835 





De optimale eerste bes~issing in toestand O is x = 0 en in toestand 1 




Voor de vinden wij 
• 0 (i=O, 1,2,3) ( 3 0 32) 
( 3 G 33) 
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en bijgevolg 
• 435 + 0,801975 = 2015 
= 1050 + o,401975 = 1840 o 
De opti1r1aJ e eers te beslissing in toe stand O is x = 0 en in toe stand 1 
x • 1. Deze beslissingen worden voorgeschreven door • strategie z 1 o 
Voor de 
en bijgevolg 











• 790 + 0,6,2175 • 2095 
1050 + o,4e2175 = 1920 
(3o35) 
(3o38) 
De optimale eerste beslissing in toestand O is x • O en in toesta,nd 1 
x = 1e Deze beslissingen worden wederom voorgeschreven door de 
• strategle z 1 o 
Voor de atrategie (3o16)) 
Xi X( s) (3o39) 
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4o Markov 
4.1 De kriteriumfunctie 
• ,.___ ., ,., , - - '?- ~ • ... '• ~ a • , • ~ U w .•« 
In deze paragraaf zullen wij wederom een stochastisch co..staps-
beslissingsprobleem beschouwen, waarbij men op van te voren vastge-
stelde equidistante tijdstippen een beslissing kan nemen~ 
Evenals in het voorgaande zullen wij hier onder een strate ie z 
een voorschrift verstaan dat op elk beslissingstijdstip voor elke 
toestand van het systeem aangeeft welke beslissing er moet worden 
genomeno Indien het systeem slechts een eindig aantal toestanden 
(s=1 1 2 1 ooo 1N) kan aannemen en indien wordt beslist volgens een 
gegeven strategie, dan is het proces, dat de ontwikk.elingen in de 
toestand van het systeem beschrijft (zie hoofdstuk I) in een groot 
aantal gevallen een zgo 
Wij zullen nu het begrip ''Markov keten'' nader toelichten. 
Gegeven een systeem dat een eindig aantal toestanden (s 11 2 1 ••• 1N) 
kan aannemeno Gegeven een rij van tijdstippen (t=1 1 2•ooo), waarop 
het systeem wordt aanschouwde Als het systeem op een willeket1.ri 
gekozen tijdstip in de toestand i is 1 dan wordt de kans dat bet op 
het daarop volgend tijdstip in de toestand j zal zijn 1 gegeven 
door het getal p. oo Voor ieder paa.r toestanden (i,j) beschikken wij 
l.J 
over een getal p. oo is dus gegeven: 
1J 
ne.ar 
van 1 2 3 0 0 G O G 0 N 
, P11 P12 P1N 
2 0 
Q 








Tabel van de over an skansen 
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Zoals men weet stelt een kans een niet-negatief getal voor 
kleiner dan of gelijk aan 1o Bijgevolg geldtg 
0 ~ p •• ~ 1 J.J (4.1) 
In de kansrekening heeft een gebeurtenis A die met zekerheid zal 
optreden een kans op realisering gelijk aan 1o Een gebeurtenis die 
met zekerheid niet zal optreden heeft een kans op realisering gelijk 
aan o. Indien op een tijdstip een gebeurtenis A da.n en slechts dan 
optreedt als op dat tij dstip een va,n de elkander ui tslui tende 
gebeurtenissen A. (i=1,2 1 .o. 1m) zich realiseert. dan is de kans op l. 
gebeurtenis A gelijk aan de som van de kansen op de gebeurtenissen 
A. (i=1 1 21 .o, 1m)e l 
Aangezien het bovengenoemde systeem op het volgende beschouwde 
tijdstip altijd een en slechts een toestand aanneemt, geldt derhalve 
= 1 • • 
Ala het systeem op een willekeurig gekozen tijdstip in de 
toestand i is, dan zullen wij de kans dat het op k tijdstippen 
h . . d d . . d k M k d t 1 ierna in e toestan J is aangeven oar p. •o er op a p .. = p. 0 0 
l.J l.J l.J 
Verder stellen wij 





als i = 
• 
• J 
• J 0 
Als het systeem op een willekeurig gekozen tijdstip in de 
toestand i is, dan is de kans dat het systeem op k 1 tijdstippen 
h . . d d 1 . 0 • Ok k-1 ierna in e toestan s za Z1Jn geliJ aan p .• 
l.S 
De kans dat het systeem k tijdstippen na bet willeke\11·ig 
gekozen tijdstip via toestand sop tijdstip in de 




de gebe1Jrtenis ''van i na k tijdstippen in j'' zich kan 
tijdstip en aangezien de gebeurtenissen ''van i naar j via s op het 
uitsluiten 
maar toch steeds tot de eerst genoemde gebeurtenis aanleiding geven, 
volgt uit (4o4) 




k-1 p, p . 0 
l.S SJ 
Onder zekere onderstellin en. waaraan de wiskundige modellen van 
praktijk situaties meestal voldoen 1 kan men bewijzen dat de limiet 
1 . k im p .. 
k + co l.J 
bestaat en niet afhangt van de uitgangstoestand io Wij schrijven nu 
lim 
k + oo 
k p .. 
l.J q • GI J 
(4.6) 
Het getal q kan men interpreteren als de kans dat het systeem op een 
''zeer'' verwijderd tijdstip zich in de toestand j zal bevinden e Deze 
kans hangt in de beschouwde gevallen dus niet af van de uitgangs 
toestand io Uit (4o5) en (4a6) volgt: 
en dus 




















de kansen q .. (j=1,oe•,N) op grond van (4Q8) invariante 
J 







j=1 k-+- 00 





k p .. lJ 
• 
• 
Door de re1a.ties (408) en (4o9) zijn de 
( j• 1 • o o o ,N) ondubbelzinnig va.stgelegd o 
0 • 1nvar1ante kansen q. 
J 






k p .. = q 0 
lJ J ( j = 1 • o e a ,N ) o 
Ook als de l.imiet (406) niet bestaat, den bestaat (4G 10) wel~ Men 
kan derha1ve de kansen q. beter definieren door (4o 10) dan door 
J 
(406) o Ook de relatie (4a8) blijft geldigo 
. . .. Indien een strategie z wordt toegepast in de te beschouwen 
bes1issingssi tuaties, dan zullen wij de overgangskansen aangeven 
met p ... ( z) o 
l..J 
Stel. dat h(s;z(s)) wederom de directe opbrengst is als men in 
de toestand s een beslissing neemt volgens de strategie z o 
A1s bet systeem zich op het eerste beslissingstijdstip in de 
toestand i bevindt, dan za.l bij toepassing van de strategie z, 
de verwachting va.n de opbrengst in de eerste m stappen gelijk zijn 
aan • 
h(i;z{i)) + + 000 
N m-1 N 
-
j=1 J.J k=O j=1 1J 
Indien men een strategie zoekt waa.rvoor de opbrengst in de 
. al Q al ,t# O t eerste m stappen maxirna 1s, dan z men die strateg1e moe en 
bepa1en waarvoor ( 4 o 11) maxi1naal is o 
Het maxime.liseren van ( 4o11) is gelijkwaa.rdig met het maxiina-
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1 m-1 N 
-






k p .. (z) 
J.J 
Als m onbeperkt toeneemt dan gaat (4Q13) over in (vglo (4o10)) 
N 
j=1 




Het ligt nu voor de hand dat men als kriterium voor de optimaJ.e 
• • strategie kiest 
N 
y(i;z) • (4015) 
j•1 
Met behulp van (4~15) kunnen nu een aental strategieen op hun 
• merites warden onderzocht. 
Een onderhouds robleem 
Een handelaar in machines heeft van een type machine drie exem-
plaren verkochto Het onderhoud van deze rnachines geschiedt ender 
toezicht van de handelaara Hij heeft derhalve een voorraadje 
reserveonderdelen aangelegd 1 dat eenmaal per week (bijvo elke 
rnaandagmorgen) kan warden aange d tot drie exemplaren. De kans-
verdeling van de vraag d per week naar een bepaald reserveonderdeel 
-
wordt gegeven door 
1 
=b P d•1 
-
1 
=,r P d=2 
-
1 
= -3 P d=3 -
1 
40 
Verder wordt verondersteld dat de voorraadkosten per week evenredig 
zijn met de omvang van de voorraad aan het eind van die weeko Zodra 
de voorraad niet toereikend is 1 worden noodinkopen verricht 1 waarvan 
de extra kosten per eenbeid 10 ma.al de voorraadkosten per eenheid 
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bedrageno Tenslotte wordt voor iedere aanvu.lling van de voorraa,d 
een vast bed.rag van 5 maal de voorraadkosten per eenheid in rekening 
gebracht o 
De vraag die de handelaar zich nu stelt is~ 
''Moet ik de voorraad a.anvullen a.ls ik nog een of mi sschien zelfs 
twee onderdelen in voorraa.d heb? Of moet ik pas bijbestellen als 
alle onderdelen gebruikt zijn?'' 
Ui t de forrlnJl ering van het probleem volgt dat hier sprake is van 
een co. 1 stapsbeslissingsprobleem0 
De mogelijke toestanden van bet systeem ''voorraad'' a.an het 
van iedere week zullen we aa.nduiden door symbolen ( i) 1net de 
volgende betekenisi 
(3) • de voorraad bedraagt drie exemplaren, 
(2) = ,, ,, '' 
'' '' '' ( 1) = 
(0) 0 ~eris geen voorraad, 
• noodink.open te doen, 
twee '' 
;, .,,,. 
een exemplaar • 
terwijl het niet 
(-1) = er 
(-2) • '' 
is e~nmae.l een noodinkoop verricht, 
,, 
tweema.e.l '' '' '' 0 
nodig was om 
eind 
• 
De handelaar heeft nu drie strategieen tot zijn beschikkingg 
bijbestellen (tot 3 stuk.s) wanneer de voorraad aan het eind van de 
week kleiner dan of gelijk is aan 0 1 1 of 2o Wij zullen deze drie 
overgangswhn van de huidige toestand 
gende beslissingstijdstip~ 
P3,3 11 P2 2 • p 1 • , 
• 
z2 en z3 o 
wordt toegepast• voor de 
naa.r de toestand op het vol-
= p d=O 1 6 
P3,2 • P2 1 ••• P1 ,o • p d•1 
1 
4 - (4o17) • 1 
P3 1 1 
••1 d=2 :P2 0 = p • p -3 1,-1 ... 
• 
P3,o p = p 111& p d=3 
1 
=,r 0 2,-1 1,-2 -
Aangezien de voorraad tot 3 wordt aangevuld als de voorraad 
aan het eind van de week gelijk is aan nul of minder, geldt: 
p = p = p 0,-1 0 1 -2 -1,-1 





Po 2 I 





= p - p 
-1 1 1 -2 • 1 
Verder zijn p = p = p 






= P d=3 1 = 4 0 
= p = P1 2 = 2 3,-1 t 
Deze resultaten zijn verwerkt in de volgende tabel 
(3) (2) ( 1) (0) (-1) (-2) 
(3) 1 1 1 1 0 0 b 4 4 3 
(2) 0 1 1 1 1 0 b 4 3 4 
( 1 ) 0 0 1 1 1 1 b 4 - 4 3 
(0) , 1 1 1 0 0 ;' 4 - 4 3 
(-1) 1 1 1 , 0 0 b 4 - 4 3 






en (-2) uitgesloteno De toestand ( 2) kan zich nu niet meer 
realisereno Op analoge wijze te werk gaande 
vindt men voor de tabel der overgangswhn 
~ 0 
ala b1J II strategie z 1 
• 
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(3) (2) ( 1) (0) (-1) 
(3) 1 1 1 1 0 t 4 - 4 3 
(2) 0 1 1 1 1 b 4 - 4 3 
( 1 ) 1 1 1 1 0 b 4 3 4 
(0) 1 1 1 1 0 t: 4 4 3 
(-1) 1 1 1 1 0 b 4 a 4 3 
toestand (-1) ala de toestand (-2) uitgesloten; de 
overgangswhn wordt nu 
(3) (2) ( 1 ) (0) 
{3) 1 1 1 1 t 4 3 4 
(2) 1 1 1 1 
r 4 ' 4 3 
( 1) 1 1 1 1 e; 4 3 4 
(0) 1 1 1 1 6 4 - 4 3 
• Voor 1.eder 






toestanden, behorende bij de opeenvolgende beslissingstijdstippen• 
een ''Markov-keten'' o De kans dat het systeem zich op een ''onbegrensd 
verafgelegen'' beslissingstijdstip in de toestand ( j) bevindt als 
het nu in de toestand (i) is wordt gegeven door q.(z)a We bepalen 
J 
de invariante kansen van (4o19) uit het volgende stelsel verge 
lijkingen {vgl~ (408) en (4o9)) 
• 
1 1 
q3 = 6 q3 6 
1 1 
, + 1 + 1 + l 4 1 = 3 q3 4 42 t 4 1 3 
1 + 1 + 1 + 1 
= 4 43 3 42 4 q 1 4 
1 1 
q_, - 4 42 + 3 q1 
1 
q_2 = 4 q, 
1 
Lessen we hieruit 




-15 • q = 1 
En tenslotte geldt voor 
• 
+ 1 b 
+ 1 4 
1 
+ 3 4o 
+ 1 4 
1 
+ b q_, 
1 
+ 4 q_, 
1 
+ 3 q_, 
1 
+ 4 41a1 (4o22) 
+ q_, + q 2 0 
• 
(4o24) 
+ q_, 0 
42 
15 , q_ 1 = 
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In bet begin van deze paragraaf hebben wij a.angenomen dat de 
voorraadkosten per week evenredig zijn met de grootte van de voorraad 
aan het eind van de weeka Wij kiezen de voorraadkosten per reserve-
onderdeel per week ale geldeenheido Verder hebben wij vastgesteld 
d&t bij elke bestelling een bedrag van 5 geldeenheden aan onkosten 
wordt gemaa.kt 1 terwijl bij iedere noodinkoop 10 geldeenheden als 
extra onkosten worden uitgegevenQ 
In dit voorbeeld zal h(e,x) geen opbrengst maar een verwachting 
van de kosten voorstellen en wel van de periode die begint met de 
beslissing x en eindigt op het moment dat de volgende beslissing 
moet warden genomeno Ala de beslissing x de voorraad aangeeft na 
aan·- ling (x ~ s), dan is de voorraad aa.n het eind van de beschouwde 





De verwachting van de noodinkoopkosten wordt gegeven door 
3 
10 (d-x)p(d) a 
d=x+1 
De bestelkosten bedragen 5 als x > so 
De ve1w,chting van de kosten h( s ;x) wordt dus gegeven door 
h(s;x) • (x-d)p(d) + 10 X 3 (d-x)p(d) + 
5 alS X > B 
d=O d=x+1 0 alS X =So 












(3-d)p(d) 1 - 1-3 
(2-d)p(d) + 10p(3) 
( 1 -d) p ( d) + 10 ( p ( 3 ) + p ( 2 ) ) 
. ~ 
voor elke begintoestand io 










12 - 3 • 
= 64. 3 
en met behulp van (4o24) leiden we hieruit voor de strategie 
• 








zodat (voor elke begintoestand (i)) 
5. 5 0 
voorraad dus (tot 3 stuks) aanvullen zodra hij aan het eind van de 
week 1 of minder reserveonderdelen in voorraad heefto Zouden we 
hebben toegelaten dat de handelaa.r ook tot 2 stuk.s 11ia.g bijbestellen, 
dan was het probleem hierdoor omvangrijker gewordene Wij komen in de 
volgende paragraaf hierop terugo 
4o2 Een iteratieve o lossin smethode 
In deze paragraaf zullen wij uitgaan van de veronderstelling dat 
voor elke in aanmerking komende strategie de li1·rd et ( 4 06) bests.at o 
In de vorige paragraaf hebben wij een kri teri1.1r11functie a.fgeleid 
voor de optimale strategieo Indien echter de klasse van toegelaten 
st1--ategieen zeer ui tgebreid is» kan men dikwijls noch het kri teri u1n 
uitdrukken in een vorm welke zich leent tot een directe bepaling 
van de optimale strategie 1 noch voor alle strategieen afzonderlijk 
de bijbehorende waarde van de kri teri urnfunctie vaststellen o 
Wij zullen nu een iteratie procedure beschouwen die steeds tot 
de optimale strategie leidto 
De kriteriurnfunctie y(i ,z) hangt, zoals men gemakkelijk aan het 
rechterlid van (4o15) kan zien 1 niet af van de uitgangstoestand iQ 
Wij zullen nu een functie c(i;z) invoeren 1 die wel van de begin-
toestand afhangto Deze functie wordt gegeven door 
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oo N 
C { i ,z) ". 
k=O j=1 1J 
y(j ;z) } o 
Men kan bewijzen dat het rechterlid van (4o33) bestaato Uit (4o33) 
volgt 







- y(i;z) + 
00 N 
+ p .. o(z) 
j 1 1J 
= h(i,z(i)) - y(i;z) + 
N 00 N 
+ p ... (z) 
j 1 iJ k O s=1 
= h(i;z(i)) - y{i,z) + 
- y(j ;z)} = 
k-1 p. ( z) 
JS {h(s;z(s)) - y{s;z)} 
k 
N 
p .. ( z) 
j=1 1J 
N 
C ( j ;z) 
.. 
• 
- y( s ;z) } 




Aan de nieuwe functie c(i;z) kan men ook een physische betekenis 
toekennen en wel als volgt~ 
Stel da.t de beslisser niet de ''eigenaar'' is van het systeem, 
maar het pacht voor y( i ,z) ( y( j ;z) ) per periode tussen twee 
opeenvolgende equidistante tijdstippen0 Alai de begintoesta.nd is, 
da.n geeft c(i;z) de verwachting van de winst aan voor een onbegrensd 
lange periodeo Door de uitdruk.king (4o35) is de ctie c(i;z) niet 
. . *( . ) ( 4 35) ondubbelzinnig bepaaldo Ixnrr1ers als c 1 ;z voldoet aa.n o I dan 




Aangezien in de hierna volgende iteratie slechts de verschillen 
tussen de waarden c(i,z) (i=1,2~ooa,N) een rol spelen 1 kiezen wij 
steeds een van de waarden c(i,z), bijvo c(N,z)~ gelijk aan nu.lo 
De vergelijkingen 
N 
c(i;z) - h(i,z(i)) - y(i,z) + 
j=1 
en 
c(N;z) = 0 
geven wel een ondubbelzinnige oplossing voor c(i,z) en y(i,z)o 
Thans voeren wij in de overgangskansen po o(x) (i 1 j-1,2 1 oao 1N)o 1J 
Als het systeem op het huidige beslissingstijdstip in de toestand i 
is en als in deze toestand de beslissing x wordt genomen, dan geeft 
het getal aan dat het 
equidistante tijdstip in de toestand j zal zijno Wij zullen nu 
aannemen dat voor iedere toestand i het aantal beslissingen 
x E X(i) eindig iso 
Vervolgens beschouwen wij de fu.nctie c(i;(x)z) gegeven door 
c(i,(x)z) h(i;x) - y(i,z) + P~ o(x) c(j ;z) o 
l.J 
Alai de begintoestand is en ala op het eerste equidistante tijdstip 
de beslissing x wordt genomen en daarna volgens strategie z wordt 
beslistt dan geeft c(i,(x)z) de verwachting aan van de winst over 
een onbegrensd lange periodeo 
Wij zullen nu aan de te beschrijven iteratie procedure de 
volgende geschiedenis verbindeno Het verhaal wil dat de beslisser 
de eerste beslissing vrij raa.g kiezen maar daarna volgens strategie 
iso Indien de beslisser nu aan iedere toestand i een van deze be-
• 
0 1 ~ d t ...,., d b 1· 0 (O){ ~) , sl1ss1ngen toevoegt 1 en we zo a ~s e es 1ss1ng z 1 
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voldoet deze wordt verkozen~ dan geef't deze toevoeging 
strategie aano Deze strategie zullen wij aanduiden met 
0 
een nieuwe 
( 1 ) 
Z 0 
Vervolgens komt~ voordat de eerste beslissing is genomen~ de 
''pachtheer00 achter de plannen van de beslisser en eist de • toepassing 
de ve.naf het 
tweede equidistante tijdstip, terwijl hij bovendien de pacht over-
eenkomstig de nieuwe strategie beslisser 
kan nu opnieuw beginnen met de bepaiing van de beste eerste be-
slissingo Ala de hierboven beschreven ''plagerij'' van de pachtheer 
zich onbeperkt herhaalt (en wel voordat de allereerste beslissing is 
genomen), dan ontstaat er op deze wijze een rij van strategieen 
z I n=1, aooo die~ zoals men kan bewijzen, convergeert naar een 
·- 0 optima.le strategie Zoo 
De hier beschreven iteratie methode zullen wij nu in een 




die aan het eind 
de 
verloopt den 
a) Los met behulp 
vergelijkingen 
(n•, 2 1) 
strategie is en als z de strate 
iteratie stap wordt 
iteratie stap ala volgti 
de volgende 
N 
b) itnaliseer moboto x E X(i) de x f1.1nctie 
N 
p. o (x) c J ;z 
0 1 1J J• 
Q C) Q O O O t ,,,,,,,,,, Voor 1edere toestand 1 vi~den Wl.J ten 1n1,ns e een ''1ne.ximaliserende '' 
beslissing Xo Voor iedere toestand i kiezen wij een van deze 
''maximaliserende 9' beslissingen en wel met d1e be:perking dat ~ als 
een 9vmaxi1n.aliserende 0~ beslissing is~ 
deze wordt verkozeno 
De gekozen beslissingen~ voor elke toestand 
nieuwe strategieo Deze strategie zullen wij 
E • de inde van den 
d1' ,,I) 
een, vormen een 
• 0 0 Uit bovenstaande volgt dat voor de opt1male strategie z0 moet gelden: 
x ~X(i) 
Voor een illustratie van de iteratie procedure beschouwen wij 
nog1aaals het onderhoudsprobleem ui t § 4 o 1 o Wij voeren echter .als 
extra veronderstelling in de beperking dat de voorraad maximaal vijf 
n1d.,g zijn o Zoals wij weten geeft in di t voorbeeld op een beslissings-
tijdstip I de beslissing x de voorraad aan na een eventuele aan -....linge 
In de onderstaande tabel warden voor de mogelijke toestanden 
s = ~3i-2 1 -1,0 1 1.2,3,4 en 5 de bijbehorende toegelaten beslissingen 
x opgegeveno 





5 X - 5 
Tabel 4oII 
"' ..... , " ,.. ... ,. .. ' .. ·• ,. 
De verzamelin en Xi) 
• 
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Als p(d) de kans op een vraag d aangee:ft, dan geldt voor 
0 
p .. Q(x) -
l.J p(x=j) 
" voor J > x 
(J 
voor J 
p .. (x) 
l.J 
De waarden van de overgangskansen p~ o(x) kunnen uit tabel 4oIII 
1J 




i-- .3 t O O O • +5 
x=5 
i -3. 0 0 0 ,+4 
· x=4 
I i=•· .3 • 0 0 0 I+ 3 
x=3 











4 3 2 
0,250 0,333 01)250 
0 
0 0 
0 0 0 
1 0 -1 -2 -3 
0 0 0 0 0 





0 0 0 0 O 0,167 0~250 0,333 0.250 
• 
• 
Ta.bel 4 o III 
De over an skansen -
• ... .. - . 
De verwachting van de kosten h(s,x) wordt gegeven door 
X 
h( s ,x) = (x-d)p(d) + 10 
3 
( d · *·X ) p ( d ) + 
5 a.ls x > s 
0 als x = 0 o 










5 4 3 2 0 
3.333 -
8,333 2,333 -
8,333 7,333 1i333 
-
8,333 7,333 6,333 8,083 8,500 
8,333 7,333 6,333 8,083 13,500 16,666 
8.333 7,333 6,333 8,083 13,500 16,666 
8,333 7.333 6,333 8,083 13,500 16,666 
8,333 7,333 6,333 8,083 13,500 16,666 
Tabel 4aIV 
De verwachte kosten h(i 0 x) 
-
In dit voorbeeld wordt geen verwachte winst gemaximaliseerd 1 maar 
verwachte kosten gemini1na.liseerdo De beslisser krijgt nu periodiek 
• 
een ver oedin van de omva.ng y(i;z) en c(i,z) stelt nu de ver-
wachting voor van de kosten die de beslisser uit eigen zak moet 
betalen in een onbegrensde periodea In de hierna volgende iteratie 
gaan wij derhalve de beslissing x steeds zo kiezen dat c(i,(x)z) 
x11j,nimaal is o Alleen de eerste stap zullen wij ui tvoerig beschrijven o 
De 
Ala beginstrategie die in elke 
toestand s de beslissing x = 5 voorschrijfto 
l.J 
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Gebruik zna.kende van de tabellen 4oIII en 4oIV vinden wij uit (4Q45) 
voor 
- -5 = 0 (i=+4,0001~3} 
Wij bepalen eerst de waarden 
.. o Q o...,., 1 .. .. ., * 1edere 1 de rr1J nima 1.serende besliss 1.ng x o 




noteren daarna voor 
p .. "(x) 1J 
3 ~ 333 - 7 ~ 498 1 • 5 0 0 i 167 -5 i 
" Q O * voor s • 5 vinden W1J du.s x = 5o 
0 
4 0 " 0 * 4 voor s • vinden wiJ dus x = o 
0 
1,333 ~ 7,498 = -6.165 , 
0 Q O ,Mo 
voor s we 3 vi.nden Wl.J dus x = 3a 
8,333 = 7~498 ~.5o0t167 =~O 
= 7,333 ~ 7,498 = -0,165 
6~333 - 7,498 = ~1.165 
3,083 ~ 7,498 - ~4,415 
Q O O * voor s = 2 v1nden Wl.J dus x = 2o 
0 
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6,333 - 7,498 = -1,165 
= 8,083 ~ 70498 +0,585 
= + 1 ,002 
voor .. 0 () * s = 1 vinden Wl.J dus x = 3o 
" 8e333 - 7e498 500 9 167 = 0 
= 7,333 ~ 7,498 - -0,165 
61333 - 7,498 = -1,165 
a.oa3 - 7,498 - +0,585 
13,500 - 71498 - +6,002 
= 16,666 ~ 7.498 = +9,168 • 
... 





en aangezien voor de toegelaten beslissingen geldt 
X( i) X(O) Q 1 - -3 • -2 • - 1 • 
vinden wij ook voor s = ~1~~2,-3 dat 0 Q ~ de beslissing x = 3 optimaa.l iso 
Aan het eind van de eerste stap vinden wij Q dus de strategie 
In de tweede stap 










voor 1 ~ 1 o 
de waarde 4,940520 
0 
voor 1 < 1 o 
-
De bijbehorende kriteriumwaarde 
wordt berekend 1 bedraagt 4,496930 
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Aa"n het eind van de derde stap blijkt dat 
Bijgevolg is optin1a)ae strategie 0 
in de derde stap 
